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0. Bevor es losgeht 


0.1 Nötige Vorkenntnisse 


0. Bevor es losgeht 

0.1 Nötige Vorkenntnisse 


Wir bauen auf dem Buch bzw. Skript „Komplexe Zahlen“ von Josef Raddy auf. 
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0. Bevor es losgeht 


0.2 Vereinbarungen und benutzte Zeichen 


0.2 Vereinbarungen und benutzte Zeichen 


N = natürlich Zahlen 0,1,2,3,.. 

Z = ganze Zahlen = natürliche Zahlen plus negative Zahlen 
Q = rationale Zahlen = ganze Zahlen plus Brüche 
R = reelle Zahlen = rationale und irrationale Zahlen 

(irrationale Zahlen = unendliche, nicht-periodische Dezimalbrüche) 

> = ist größer als 

> = ist größer oder gleich 

< = ist kleiner als 

< = ist kleiner oder gleich 

e = ist Element der Menge 
t = ist kein Element der Menge 
u = vereinigt mit Menge 
n = geschnitten mit Menge 

{...} = Menge 

{x I...} = Menge, die aus den Elementen x besteht, für die gilt... 

V = für alle... 

3 = existiert ein ... 
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1. Darstellung komplexer Funktionen 


1.1 Was werden wir lernen? 


1. Darstellung komplexer Funktionen 


1.1 Was werden wir lernen? 


■ Wir lernen zunächst was eine komplexe Funktion ist. 

■ Wir lernen wie man eine komplexe Funktion üblicherweise graphisch darstellt, 
nämlich in der z- und w-Ebene. 

■ Wir lernen eine weitere Darstellungsform für komplexe Funktion kennen, nämlich die 
räumliche Darstellung. Dabei werden Real- und Imaginärteil.des Bildes jeweils räumlich 
dargestellt. 
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1. Darstellung komplexer Funktionen 


1.2 Komplexe Funktionen in der w-Ebene 


1.2 Komplexe Funktionen in der w-Ebene 


Wiederholung reeller Funktionen und ihre Darstellung 


Zunächst wiederholen wir, was eine reelle Funktion ist und wie sie dargestellt wird. 

Bei einer reellen Funktion werden einer unabhängigen Variable (meist x oder t genannt) 
Werte f(x) zugeordnet: 


x^f(x) 


Oft gibt man diesen Werten einen eigenen Variablennamen, oft y: 


x ^ y 


Kommen wir nun zur graphischen Darstellung einer reellen Funktion. Die unabhängige Variable 
wird auf der waagerechten Achse aufgetragen, die abhängige Variable wird auf der senkrechten 
Achse auftragen. Der Graph ordnet dann den Werten unabhängigen Variable die Werte der 
abhängigen Variablen zu. Im Bild wird z.B. Xi die Zahl y^ zugeordnet: 


* 
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1. Darstellung komplexer Funktionen 


1.2 Komplexe Funktionen in der w-Ebene 


Komplexe Funktionen und ihre Darstellung in der w-Ebene 


Nun betrachten wir komplexe Funktionen: 

Die abhängige Variablen wird oft mit w bezeichnet: 

Z^W 

Da bei einer komplexen Funktion sind sowohl die unabhängige Variable als auch die abhängige 
Variable komplexe Zahlen sind, braucht man für die unabhängige Variable und die abhängige 
Variable jeweils ein eigenes Koordinatensystem: Man nennt sie z-Ebene und w-Ebene: 


z-Ebene 



Das Problem ist nun, dass man die Funktion nicht anschaulich darstellen kann, wie man es bei 
den reellen Funktionen mit Hilfe des Funktionsgraphen macht. Man kann nur einzelnen Punkten 
der z-Ebene (oder Teilmengen der z-Ebene) die zugehörigen Funktionswerte graphisch 
zuordnen: 
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1. Darstellung komplexer Funktionen 


1.3 Räumliche Darstellung 


11.3 Räumliche Darstellung _ 

[Wiederholung: Funktionen zweier Variablen 


Um die räumliche Darstellung (3d-Darstellung) einer komplexen Funktion zu verstehen, muss 
man wissen, was eine Funktion zweier reeller Variablen ist und wie solch eine Funktion räumlich 
dargestellt wird. Die räumliche Darstellung einer komplexen Funktion ist nämlich ein Sonderfall 
der räumlichen Darstellung einer Funktion zweier Variablen. 

Daher wollen wir kurz wiederholen, wie eine Funktion zweier Variablen graphisch dargestellt 
wird. Falls ausführlichere Erklärungen benötigt werden, sollte man auf Youtube nach 
„Funktionen mehrerer Veränderlicher“ suchen, oder auf www.mathematik.net im Kurs 
„Funktionen“ nachschlagen. Beginnen wir nun mit der Wiederholung: 

Bei eine Funktion zweier Variablen haben wir zwei unabhängige Variablen, die durch zwei 
Achsen in der Ebene dargestellt werden. Die abhängige Variable wird durch eine dritte Achse 
dargestellt, die senkrecht nach oben zeigt: 



X 

Ein Beispiel für eine Funktion zweier Variablen, ist der Monatslohn f(x,y) eines Arbeiters, der von 
den beiden unabhängigen Variablen „Stundenlohn x“ und „Arbeitsstunden y“ abhängt. 


Räumliche Darstellung einer komplexen Funktion 


Bei der räumlichen Darstellung einer komplexen Funktion sind die zwei unabhängigen Variablen 
der Realteil x bzw.der Imaginärteil y einer komplexen Zahl z. Als abhängige Variable wählt man: 

1. Den Realteil des Funktionswertes w, also Re(w) 

2. Den Imaginärteil des Funktionswertes w, also lm(w) 

3. Den Betrag des Funktionswertes w, also abs(w) 

4. Das Argument des Funktionswertes w, also arg(w) 

Erklären wir dies nun am Beispiel der komplexen Sinusfunktion. 
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1. Darstellung komplexer Funktionen 


1.3 Räumliche Darstellung 


Beispiel komplexe Sinusfunktion 


Als Beispiel wollen wir die Sinusfunktion räumlich darstellen. Wir beginnen mit dem Realteil: 



Der Boden des räumlichen Koordinatensystems stellt die z-Ebene dar, also Re(z) und lm(z). 
Über der z-Ebene ist der Realteil der Sinusfunktion eingezeichnet, also Re(w). 

Der Imaginärteil wird genauso gezeichnet, d.h. der Boden des Kooardinatensystems ist wieder 
die z-Ebene. Die Höhe des Graphen zeigt diesmal der Imaginärteil der Sinusfunktion: 
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1. Darstellung komplexer Funktionen 


1.3 Räumliche Darstellung 


Der Betrag der Sinusfunktion wird wieder genauso gezeichnet, d.h.der Boden des 
Kooardinatensystems ist wieder die z-Ebene. Die Höhe des Graphen ist diesmal 
der Betrag der Sinusfunktion: 



Das Argument der Sinusfunktion wird wieder genauso gezeichnet, d.h. der Boden des 
Kooardinatensystems ist die z-Ebene. Die Höhe des Graphen ist diesmal der 
Argument der Sinusfunktion: 


arg{w) 



Eine komplexe Funktion kann nicht durch ein einzelnes Diagramm dargestellt werden, wie 
eine Funktion zweier reeller Variabler, sondern man benötigt mindestens zwei Diagramme. 
Üblicherweise plottet man entweder Real- und Imaginärteil oder Betrag und Argument. 
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2. Erste Beispiele komplexer Funktionen 


2.1 Die konstante Funktion 


2. Erste Beispiele komplexer Funktionen 

2.1 Die konstante Funktion 

Definition 


Die erste komplexe Funktion, die wir betrachten werden, ist die konstante Funktion: 

Die konstante Funktion ordnet allen komplexen Zahlen z die gleiche komplexe Zahl a zu. 


z—>a z,a <= C 


Beispiel 


Gegeben sei die konstante Funktion: 


z^2+3i 


Jeder Zahl in der z-Ebene wird dadurch die komplexe Zahl 2+3i in der w-Ebene zugeordnet: 
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2. Erste Beispiele komplexer Funktionen 


2.2 Konjugation 


2.2 Konjugation 


Definition 


Die nächste komplexe Funktion, die wir betrachten werden, ist die Konjugation: 
Die Konjugation ordnet jeder komplexen Zahl z ihr komplex Konjugiertes zu. 


ZG C 


Darstellung der Konjugation in der w-Ebene 


Es sei eine Teilmenge der z-Ebene gegeben, nämlich eine Gerade. Den Punkten dieser 
Geraden werden Punkte zugeordnet, die den gleichen Realteil aber einen Imaginärteil mit 
inversen (d.h. umgekehrten) Vorzeichen haben: 

Als Beispiel ist im Bild die komplexe Zahl 4+4i markiert, die auf 4—4i abgebildet wird: 
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3. Summen, Vielfache, Produkte 


3.1 Definition 


3. Summen, Vielfache, Produkte 

3.1 Definition 


Gegeben seien die beiden komplexen Funktionen f: A ->C und g : B -> C 
Die Summe f + g hat den Definitionsbereich AnB und die Abbildungsregel: 

(f + g)(z)=f(z) + g(z) 

Das Vielfache Äf mit ÄeC hat den Definitionsbereich A und die Abbildungsregel: 
(Äf)(z) = Äf(z) 

Das Produkt f ■ g hat den Definitionsbereich AnB und die Abbildungsregel: 
(f-g)(z) = f(z).g(z) 

Der Quotient f/g hat den Definitionsbereich AnB \{z: g(z) = 0} und die 
Abbildungsregel: 

(f/g)(z) = f(z)/g(z) 

Beispiel auf der nächsten Seite. 
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3. Summen, Vielfache, Produkte 


3.2 Beispiele 



Lösung 


Summe: 

(f + g)(z) = f(z) + g(z) = - + z + 42 mit: D = C\{0} 

z 

Das Vielfache von g(z): 

(Af)(z) = Af(z) = i ■ (z + 42) = iz+42i mit: D = C 

Das Produkt: 

(f-g)(z)=f(z)-g(z) = --(z + 42) mit:D = C\{0} 

z 

Der Quotient: 

(l/g)(z) = f(z)/g(z) = l ■ mit: D = C \{-42,0 } 

z z + 42 
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4. Reellwertige Funktionen 


4.1 Re(z) und lm(z) 


4. Reellwertige Funktionen 


Eine reellwertige Funktion ist eine Funktion, bei der alle Funktionswerte reell sind, 
d.h. auf der reellen Achse liegen. 


4.1 Re(z) und lm(z) 


Re(z) 


Die Funktion f(z)=Re(z) ordnet jeder komplexen Zahl ihren Realteil zu. Da der Realteil 
eine reelle Zahl ist, liegen alle Funktionswerte auf der reellen Achse. Zum Beispiel wird 
der komplexen Zahl 4+3i die Zahl 4 zugeordnet: 




lm(z) 


Die Funktion f(z)=lm(z) ordnet jeder komplexen Zahl ihren Imaginärteil zu. Da der Imaginärteil 
eine reelle Zahl ist, liegen alle Funktionswerte auf der reellen Achse. Zum Beispiel wird der 
komplexen Zahl 2—4i die Zahl -4 zugeordnet: 
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4. Reellwertige Funktionen 


4.2 Der Betrag |z| 


4.2 Der Betrag |z 


Die Funktion f(z)=|z| ordnet jeder komplexen Zahl ihren Betrag zu. Da der Betrag eine reelle 
Zahl ist, liegen alle Funktionswerte auf der reellen Achse.Zum Beispiel wird der komplexen 
Zahl 4+3i die Zahl 5 zugeordnet: 


y * 
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w-Ebene 


Der Betrag wird dabei (wie üblich) mit dem Satz von Pythagoras berechnet: 
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4. Reellwertige Funktionen 


4.3 Das Argument (arg und Arg) 


4.3 Das Argument (arg und Arg) 


arg(z) 


Die Funktion f(z)=arg(z) ordnet jeder komplexen Zahl ihren Polarwinkel zu. 

Da das Argument eine reelle Zahl ist, liegen alle Funktionswerte auf der reellen Achse. 

Zum Beispiel wird der komplexen Zahl 4+4i der Winkel tt/ 4 zugeordnet: 
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z-Ebene 



Allerdings gehört zur komplexen Zahl 4+4i nicht nur der Winkel 7t/4, sondern auch jeder 
Winkel, bei dem eine Vielfaches von 2tt (d.h. 360°) hinzuaddiert wurde: 

arg(4 + 4i) = ^ + k-2x k^Z 

Die Argumentfunktion ist also mehrdeutig, und damit ist sie eigentlich keine Funktion, 
sondern eine Relation. Man kann sie aber zu einer Funktion machen, wie wir jetzt erklären. 


Arg(z) 


Beschränkt man den Definitionsbereich der Argumentfunktion auf den Bereich: 

—n < arg(z)<n 

so wird die Argumentfunktion eindeutig. Man schreibt sie dann groß, d.h. Arg(z) statt arg(z). 


Anmerkung: Die Null gehört nicht zum Definitionsbereich 


Der Ursprung 0 (d.h. O+Oi) gehört übrigens nicht zum Definitionsbereich der Funktion Arg(z), 
denn es kann für den Ursprung 0 kein Winkel angegeben werden. 
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5. Die Translation (Verschiebung) 


5.1 Einführung 


5. Die Translation (Verschiebung) 


5.1 Einführung 

Definition 


Die nächste komplexe Funktion, die wir nun betrachten werden, ist die Translation: 
Bei der Translation wird zu jeder komplexen Zahl z eine komplexe Konstante a addiert. 


z—»z+a z,a e C 


Erklärung 


Gegeben sei ein komplexe Zahl z in Normalform: 


z = x+yi 



Außerdem sei eine Translation gegeben: 


z—>z+a mit: a = b+ ic 



Jetzt wenden wir die Translation auf diese komplexe Zahl z an, d.h. wir setzen Gleichung 1 in 
das z in Gleichung 2 ein und schreiben a ausführlich:: 


(3) 


Die Klammern wurden nur zur Übersicht gesetzt. Jetzt ordnen wir die Real- und Imgainärteile:: 


(4) 


z^(x+b) + i-(y + c) 


z-»(x+ iy)+(b+ ic) 


Wie man sieht ändert sich der Realteil von z (d.h. x) um den Realteil von a (also um b). 
Der Imaginärteil von z (d.h. y) ändert sich um den Imaginärteil von a (also um c). 

Ein Beispiel folgt auf der nächsten Seite. 


15 















5. Die Translation (Verschiebung) 


5.2 Beispiel 


5.2 Beispiel 


Gegeben sei folgende Teilmenge der komplexen Zahl: 


z=3-e' (p 0 < (p <2n 



Graphisch ist diese Teilmenge ein Kreis mit Radius 3: 



z-Ebene w-Ebene 

Außerdem sei folgende Translation gegeben: 

( 2 ) 

Nun wenden wir die „Translation“ auf die Teilmenge an, d.h. wir setzen die Teilmenge 
(Gleichung 1) in die Translation (Gleichung 2) ein: 

(3) 

Graphisch wird dadurch der Kreis mit dem Radius 3 um 5 nach oben und 5 nach rechts 
verschoben: 


z —> 3 • e h<p + 5+5/ 0 < (p <2x 


z->z+(5+5/') 




z-Ebene w-Ebene 
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6. Die Skalierung 


6.1 Einführung 



Die nächste komplexe Funktion, die wir betrachten werden, ist die Skalierung: 
Bei der Skalierung wird jede komplexe Zahl z mit einer reellen Zahl r multipliziert: 


z^rz r>0 r eM ze C 


Die Skalierung bewirkt, dass der Betrag von z um den Faktor r vergrößert oder verkleinert wird. 


Erklärung 


Gegeben sei ein komplexe Zahl z in Exponentialdarstellung: 


Außerdem sei eine Skalierung gegeben: 

z —> r • z r> 0| (2) 

Jetzt wenden wir die Skalierung auf diese komplexe Zahl z an, d.h. wir setzen Gleichung 1 in 
das z in Gleichung 2 ein: 

2r^r-l^-e^~l (3) 

Wie man sieht vergrößtert sich der Betrag dadurch um den Faktor r: 


z-> r-|z| -e 

Betrag 


Ein Beispiel folgt auf der nächsten Seite. 
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6. Die Skalierung 


6.2 Beispiel 


6.2 Beispiel 


Gegeben sei folgende Teilmenge der komplexen Zahl: 

z=3-e l(p 0 < (p <2 k 

Graphisch ist diese Teilmenge ein Kreis mit Radius 3: 



z-Ebene w-Ebene 

Außerdem sei eine Skalierung gegeben, welche die Zahlen z mit 2 multipliziert: 

Wenn wir nun die Funktion „Skalierung“ auf die Teilmenge anwenden, dann 
erhalten wir folgende Funktion: 

z ^ 2-3-e i<p 0 < cp <27t 

Graphisch wird dadurch der Kreis mit dem Radius 3 zu einem Kreis mit dem Radius 6: 




z-Ebene w-Ebene 
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7. Die Rotation (Drehung) 


7.1 Einführung 


7. Die Rotation (Drehung) 


7.1 Einführung 

Definition 


Die nächste komplexe Funktion, die wir betrachten wollen, ist die Rotation: 
Dabei wird jede komplexe Zahl z der z-Ebene mit einer komplexen Zahl a multipliziert, 
die den Betrag 1 hat: 


z-> a-z 


mit: a=1 


z,aeC 


Dies führt zu einer Rotation (Drehung) aller Punkte der z-Ebene. 


Wie kommt die Drehung zustande? 


Gegeben sei eine komplexe Zahl z in Exponentialform: 


Z = 


r-e ,<p 


Jetzt wird (wie die Definition sagt) die komplexe Zahl z mit einer komplexen Zahl a multipliziert, 
die den Betrag 1 hat: 


Z 



a 


re 


“P 


Z 


Im nächsten Schritt werden wird eine Identität anwenden, die für die Exponentialfunktion gilt und 
die wir bereits im vorigen Band (Komplexe Zahlen) bewiesen haben. Sie lautet: 

qH^ . 

Diese Identität wenden wir nun an: 


r • e 

V -V-' 

az 


Wie man sieht wurde der Winkel von z um a vergrößtert, was einer Drehung von z um den 
Winkel a entspricht. 
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7. Die Rotation (Drehung) 


7.2 Beispiel 


7.2 Beispiel 


Gegeben sei folgende Teilmenge der komplexen Zahl: 


z= r• e 4 0 < r < 7 

Diese Teilmenge wird graphisch durch eine Linie dargestellt, der im Ursprung beginnt: 


z-Ebene w-Ebene 


Auf diese schwarze Linie wenden wir nun folgende Rotation an: 







w-Ebene 
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8. Lineare Funktionen 


8.1 Einführung 


8. Lineare Funktionen 

8.1 Einführung 

Definition 


Die lineare Funktion ist eine Kombination aus Rotation, Skalierung und Verschiebung: 

z^az+b a,b,ZG M 


Dies erkennt man besser, wenn man a mit |a| erweitert: 


z -»■ |a| • — ■ z + b 

a 


a,b,z e M 


/ 

Skalierung 


\ 


Translation 


Rotation 


Erklärung der Definiton 


Durch das Erweitern mit |a| entsteht folgender Ausdruck: 

a 

läi 

Was bedeutet dieser Ausdruck? Wird eine komplexe Zahl z durch ihren Betrag dividiert, 
so entsteht ein Vektor mit dem Betrag 1. Beispiel: 


f . r . r'jty 

1 _ _ ' _ _ e '<P 

\r-e i(p \ r 

Die Multiplikation mit einem Vektor, der den Betrag 1 hat, ist aber eine Rotation, 
denn dies haben wir in einem der vorigen Kapitel bereits gelernt. 
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8. Lineare Funktionen 


8.2 Beispiel 


8.2 Beispiel 

Die Aufgabenstellung 


Auf die Figur in der z-Ebene wurde eine lineare Funktion angewendet, sodass die Figur 
in der w-Ebene entstanden ist. Die Aufgabe lautet: Berechne diese lineare Funktion! 
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z-Ebene 


w-Ebene 


Lösung 


Obwohl es viele Möglichkeiten gibt, die lineare 
Funktion zu berechnen, so ist es am 
anschaulichsten und fehlervermeidend, wenn 
man zunächst die linke untere Ecke der 
schwarzen Figur zum Ursprung verschiebt. 


Dies bedeutet, wir müssen auf die linke untere 
Ecke (und natürlich auch auf alle anderen z) 
die Translation Ti(z)= z—1 —2i anwenden. 


Unsere vorläufige lineare Funktion lautet somit: 


f(z) = T 1 (z) = z-1-2i 


Diese Verschiebung macht den nächsten 
Schritt einfacher, nämlich die nun folgende 
Rotation. 
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8. Lineare Funktionen 


8.2 Beispiel 
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Jetzt drehen wir die Figur um 90°. Diese 
Rotation R um 90 Entspricht einer Multiplikation 
mit i: 

Unsere vorläufige lineare Funktion lautet somit: 
f(z) = RoTi(z) =i-(z—1 —2i)= iz-i+2 

Dabei steht das „R“ für die Rotation und das Ti 
für die Translation aus dem letzten Schritt. 


Die Figur wird nun mit dem Faktor 2 skaliert. 
Unsere vorläufige lineare Funktion lautet somit: 
f(z)=SoRoTi(z) = 2(iz—i+2) = 2iz-2i+4 

Dabei steht das „S“ für die Skalierung, das „R“ 
für die Rotation aus dem letzten Schritt und das 
Ti für die Translation, aus dem vorletzten 
Schritt. 



Die Figur wird nun um 4 Einheiten nach links 
verschoben, d.h. wir müssen 4 subtrahieren. 

Wir erhalten die endgültige lineare Funktion: 

f(z)= T 2 (z) o S o R o Ti(z) 

f(z) = (2iz-2i+4)-4 = 2iz-2i 

Dabei steht das T 2 für die Translation, das „S“ 
für die Skalierung, das „R“ für die Rotation und 
das Ti für die Translation aus dem ersten 
Schritt. 
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8. Lineare Funktionen 


8.2 Beispiel 


Probe: 


Wir haben folgendes Ergebnis erhalten: f(z) = 2iz-2i. Nun wollen wir überprüfen, ob das 
Ergebnis richtig ist. Dazu wählen wir in der z-Ebene einen Punkt der Figur aus: 1+2i 

Am Bild sieht man, dass dieser Punkt auf dem Punkt -4+0i abgebildet werden soll: 



z-Ebene 


w-Ebene 


Die Probe besteht nun darin, dass man überprüft, ob durch die berechnete lineare Funktion der 
Punkt 1+2i (z-Ebene) tatsächlich auf dem Punkt -4+0i (w-Ebene) abgebildet wird. Dazu setzen 
wir den Punkt in die berechnete lineare Funktion ein: 


f(z) = 2iz- 2i = 2i(1 + 2i)~ 2i = 2i-4-2i =-4 

t _ 

1+2i _ 

Wir erhalten als Ergebenis tatsächlich die Koordinaten des Punktes in der w-Ebene. 
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9. Die Quadratfunktion 


9.0 Lernziele 


9. Die Quadratfunktion 

9.0 Lernziele 


Das Quadrieren von komplexen Zahlen hatten wir bereits im Buch „Komplexe Zahlen) kennen 
gelernt. Nun werden wir die Quadratfunktion kennenlernen. 

Im ersten Unterkapitel lernen wir, welches Bild waagerechten und senkrechten Geraden durch 
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9. Die Quadratfunktion 


9.1 Das Bild von waagerechten und senkrechten Geraden 


9.1 Das Bild von waagerechten und senkrechten Geraden 


Vorab ein Hinweis: In diesem Unterkapitel nenne wir nur Fakten, die zugehörigen Beweise findet 
man im nächsten Unterkapitel. Nun zum Thema: 

Durch die komplexe Quadratfunktion werden waagerechte und senkrechte Linien in der z-Ebene 
auf Parabeln in der w-Ebene abgebildet. 


Waagerechte Geraden werden auf Parabeln abgebildet, die nach rechts geöffnet sind: 

v 
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9. Die Quadratfunktion 


9.1 Das Bild von waagerechten und senkrechten Geraden 


Waagerechte Geraden, die einen größeren Abstand vom Ursprung haben (B), werden auf 



Senkrechte Geraden, die einen größeren Abstand vom Ursprung haben (B), werden auf 
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9. Die Quadratfunktion 


9.1 Das Bild von waagerechten und senkrechten Geraden 


Liegen zwei Geraden spiegelbildlich zur x-Achse (oder y-Achse), so werden sie auf die gleiche 
3 arabel abgebildet: 
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Liegen zwei Geraden spiegelbildlich zur y-Achse, so werden sie ebenfalls auf die gleiche 
3 arabel abgebildet: 
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9. Die Quadratfunktion 


9.1 Das Bild von waagerechten und senkrechten Geraden 


Nun behandeln wir noch zwei Sonderfälle. 
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9. Die Quadratfunktion 


9.2 Beweise zu waagerechten/senkrechten Geraden 


9.2 Beweise zu waagerechten/senkrechten Geraden 

Das Bild einer waagerechten Geraden_ 


Um für die Quadratfunktion das Bild einer waagerechten oder senkrechten Geraden zu erhalten, 
müssen wir eine Funktion v=f(u) herleiten: 


Gegeben ist die komplexe Quadratfunktion: 

w = z 2 

Schreibe z und w ausführlich: 

u+iv = (x + iy) 2 

Rechte Seite: Klammer ausmultiplizieren: 

u + iv = x 2 + 2ixy - y 2 

Wir vergleichen die Realteile bzw. die 
Imaginärteile miteinander. Dies führt zum 
folgenden Gleichungssystem: 

2 2 
u-xr-y 

v = 2xy 



Nun nehmen wir an, wir suchen das Bild einer waagerechten Geraden: 


Im Falle einer waagerechten Geraden ist y 
eine Konstante, die wir k nennen: 

u = x 2 — k 2 
v = 2xk 


Wir stellen die erste Gleichung nach x um: 

u = x 2 -k 2 
x 2 = u + k 2 
x = ±4u + k 2 

Die nach x umgestellte Gleichung 1 
setzen wir in Gleichung 2 ein: 

v = ±\lu + k 2 ■2k 


Jetzt werten wir das Ergebnis aus und erhalten das Bild waagerechter Geraden: 


1. 

Das Ergebnis ist eine Wurzelrelation, also eine nach rechts geöffnete Parabel. 

2. 

Weil zum Argument u die Konstante k 2 addiert wird, ist die Parabel um k 2 nach links 
verschoben. Genauer: Je weiter oberhalb des Ursprungs die Gerade verläuft (großes k), 
desto mehr ist die zugehörige Parabel nach links verschoben. 

3. 

Wegen dem Faktor „2k“ wächst die Parabel umso schneller, je größer k ist, 
also je höher die Gerade verläuft. 
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9. Die Quadratfunktion 


9.2 Beweise zu waagerechten/senkrechten Geraden 


Das Bild einer waagerechten Geraden mit negativem k 


Nun fragen wir uns noch, was bei negativem k geschieht, also wenn die Gerade unterhalb 
des Ursprungs verläuft. Dazu betrachten Formel, die wir für waagerechte Geraden hergeleitet 
haben: 

v = ±4u + /c 2 • 2k 

Nun kann man folgende Zusammenhänge ablesen: 

Laut der Formel wird k im Argument quadriert, d.h. ein negatives Vorzeichen von k 
ändert nichts, da es beim Quadrieren wegfällt. 

Der Faktor 2k ändert sich auch nicht, wenn k negativ ist, da vor der Wurzel sowieso 
ein PLUS/MINUS-Zeichen steht. 

Fazit: 

Geraden, die symmetrisch ober- bzw. unterhalb des Ursprungs verlaufen, haben also das 
gleiche Bild. 
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9. Die Quadratfunktion 


9.2 Beweise zu waagerechten/senkrechten Geraden 


Das Bild einer senkrechten Geraden 


Die gleiche Rechnung machen wir jetzt für senkrechte Geraden. Die ersten drei Rechenschritte 
sind die gleichen, wie im vorigen Fall: 


Gegeben ist die komplexe Quadratfunktion: 

w^z 2 

Schreibe z und w ausführlich: 

u+iv = (x + iy) 2 

Klammer ausmultiplizieren: 

u + iv = x 2 + 2ixy - y 2 

Wir vergleichen die Realteile bzw. die 
Imaginärteile miteinander. Dies führt zum 
folgenden Gleichungssystem: 

u = x 2 - y 2 
v = 2xy 



Nun suchen wir das Bild einer senkrechten Geraden: 


Im Falle einer senkrechten Geraden ist x eine 
Konstante, die wir k nennen: 

u = k 2 - y 2 

v = 2ky 


Wir stellen die erste Gleichung nach y um: 

u = k 2 - y 2 
y 2 = k 2 -u 
y = ±4k 2 - u 

Die nach y umgestellte Gleichung 1 
setzen wir in Gleichung 2 ein: 

v = ±\jk 2 — u ■ 2k 

Im Argument klammern wir ein Minus aus: 

v = ±\j-(u-k 2 ) ■2k 


Jetzt werten wir das Ergebnis aus und erhalten das Bild senkrechten geraden: 


1. 

Das Ergebnis ist eine Wurzelrelation, also eine Parabel. 

2. 

Weil vom Argument u die Konstante k 2 subtrahiert wird, ist die Parabel um k 2 nach 
rechts verschoben. D.h. je weiter rechts (vom Ursprung) die Gerade verläuft, 
desto mehr ist die zugehörige Parabel nach rechts verschoben. 

3. 

Die Parabel ist nach links geöffnet, denn das Minus vor der Klammer sorgt dafür, 
dass bei steigendem u das Argument kleiner wird. 

4. 

Wegen dem Faktor „2k“ wächst die Parabel umso schneller, je größer k ist, 
also je weiter rechts (vom Ursprung) die Gerade verläuft. 
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9. Die Quadratfunktion 


9.2 Beweise zu waagerechten/senkrechten Geraden 


Das Bild einer senkrechten Geraden mit negativem k 


Nun fragen wir uns noch, was bei negativem k geschieht, also wenn die Gerade links vom 
Ursprung verläuft. Dazu betrachten wir die Formel, die wir für senkrechte Geraden hergeleitet 
haben: 

v = ±\j-{u-k 2 ) ■ 2k 

Nun kann man folgende Zusammenhänge ablesen: 

Laut der Formel wird k im Argument quadriert, d.h. ein negatives Vorzeichen von k ändert 
nichts an der Formel. 

Der Faktor 2k ändert sich auch nicht, wenn k negativ ist, da vor der Wurzel sowieso ein 
PLUS/MINUS steht. 

Fazit: 

Geraden, die symmetrisch rechts- bzw. links des Ursprungs verlaufen, haben also das gleiche 
Bild. 
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9. Die Quadratfunktion 


9.2 Beweise zu waagerechten/senkrechten Geraden 


Sonderfall: Reelle Achse 


Die reelle x-Achse wird auf die nicht-negative u-Achse abgebildet: 



Um dies zu beweisen, betrachten wir nochmals den Beweis für waagerechte Geraden: 


Gegeben ist die komplexe Quadratfunktion: 

w = z 2 

Schreibe z und w ausführlich: 

u + iv = (x+ iy) 2 

Rechte Seite: Klammer ausmultiplizieren: 

u + iv = x 2 + 2ixy - y 2 

Wir vergleichen die Realteile bzw. die 
Imaginärteile miteinander. Dies führt zum 
folgenden Gleichungssystem: 

u = x 2 - y 2 
v = 2xy 



Für die reelle Achse gilt, dass der Imaginärteil y gleich Null ist. Folglich vereinfacht sich das 
Gleichungssystem zu: 


v = 0 


Man erkennt zwei Dinge: 

1. Die Gleichung v=0 bedeutet, dass der Imaginärteil des Bildes (v) stets gleich Null ist. 

2. Die Gleichung u=x 2 bedeutet, dass der Realteil des Bildes (u) stets nicht-negativ ist. 

Fasst man beide Aussagen zusammen, so erhält man das Bild. 
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9. Die Quadratfunktion 


9.2 Beweise zu waagerechten/senkrechten Geraden 


Sonderfall: Imaginäre Achse 


Die imaginäre y-Achse wird auf die nicht-positive u-Achse abgebildet: 

v 



Um dies zu beweisen, betrachten wir nochmals den Beweis für senkrechte Geraden: 


Gegeben ist die komplexe Quadratfunktion: 

w = z 2 

Schreibe z und w ausführlich: 

u + iv = (x+ iy) 2 

Rechte Seite: Klammer ausmultiplizieren: 

u + iv = x 2 + 2ixy - y 2 

Wir vergleichen die Realteile bzw. die 
Imaginärteile miteinander. Dies führt zum 
folgenden Gleichungssystem: 

u = x 2 - y 2 
v = 2xy 



Für die imaginäre Achse gilt, dass der Realteil x gleich Null ist. Folglich vereinfacht sich das 
Gleichungssystem zu: 


v = 0 


Man erkennt zwei Dinge: 

1. Die Gleichung v=0 bedeutet, dass der Imginärteil des Bildes (v) stets gleich Null ist. 

2. Die Gleichung u=-y 2 bedeutet, dass der Realteil des Bildes (u) stets nicht-positiv ist, 
denn beim Quadrieren wird y nicht-negativ, aber durch das Minus vor dem Quadrat 
wird das Ergebnis nicht-positiv. 

Fasst man beide Aussagen zusammen, so erhält man das Bild. 
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9. Die Quadratfunktion 


9.3 Das Bild einer Geraden durch den Ursprung 


9.3 Das Bild einer Geraden durch den Ursprung 

Darstellung einzelner Ursprungsgeraden_ 


Gegeben ist die komplexe Quadratfunktion: 

w = z 2 

Wir schreiben z ausführlich und zwar 

In Polarform: 

w = {r-e i(p f 

Jetzt wenden wir die Formel von 
de Moivre an: 

w=r 2 ■ e' 2<p 


Wie man sieht, wird der Betrag von z quadriert und der Winkel verdoppelt. 


Für eine unendlich lange "Gerade durch den Ursprung“ bedeutet dies, dass sie auf einer 
unendlich langen Geraden abgebildet wird, die ebenfalls durch den Ursprung verläuft, 
aber einen doppelt so großen Winkel hat: 
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9. Die Quadratfunktion 


9.3 Das Bild einer Geraden durch den Ursprung 


Darstellung vieler Ursprungsgeraden 


Im Allgemeinen stellt man das Bild von Ursprungsgeraden auch folgendermaßen dar. 

Man nimmt z.B. alle Geraden mit einem Winkel zwischen Null und 30°, die eine Länge 
zwischen Null und 1 haben. Diese werden dann auf Geraden abgebildet, die einen Winkel 
zwischen Null und 60“haben, und eine Länge zwischen Null und 1. 

Graphisch sieht dies dann so aus: 




z-Ebene w-Ebene 


Oft nimmt man auch noch Ursprungsgeraden mit negativem Winkel in die Darstellung auf: 



z-Ebene 


w-Ebene 
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folgt später 
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10. Die allgemeine Quadratische Funktion 


10.1 Einführung 


10.1 Einführung 


Die allgemeine quadratische Funktion lautet: 

f(z) = az 2 + bz+c mit:a,b,ceC und a,b*0 

Wir bringen die Funktion auf die Verschiebeform, wie man 
es in der Schule mit reellen Quadratfunktionen macht: 


f/ , 2 b \ 

f(z) = a z +—z + c 


f(z) = a\^ + 2~z\ + c 


f(z) = a 
f(z) = a 



+ 2 - 


b 

— z + 
2a 



+ 2 - 


b 

— z + 
2a 



f(z) = a 




Wie man sieht besteht die allgemeine quadratische Funktion 
aus vier Teilfunktionen: 


1. Verschiebung: f 1 (z) = z + -^ 

2. Quadratische Funktion: f 2 (z) = z 2 

3. Drehstreckung: f 3 (z) = az 


4. Verschiebung :f 4 (z) = z - + c 

4a 
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11. Die reziproke Funktion 1/z 


11.0 Lerninhalte 


11. Die reziproke Funktion 1/z 


11.0 Lerninhalte 


Die reziproke Funktion ist eine Verkettung (Komposition) aus einer Inversion am Einheitskreis 
und einer Konjugation. 

Daher werden wir zunächst wiederholen, was eine Inversion am Einheitskreis ist. Die Inversion 
am Einheitskreis bildet Punkte außerhalb des Einheitskreises innerhalb des Einheitskreises ab 
(und umgekehrt). Der Abstand vom Mittelpunkt des Kreises erhält man dabei durch 
Kehrwertbildung. 

Zweitens wiederholen wir noch die Konjugation. 

Nach dieser Vorbereitung werden wir die Exponentialdarstellung der reziproken Funktion 
kennenlernen, an der man erkennen kann, dass die reziproke Funktion tatsächlich eine 
Komposition aus Inversion am Einheitskreis und Konjugation ist: _ 

Die reziproke Funktion f(z) = 1/z ist für alle komplexen Zahlen z*0 definiert. 

Stellt man z in der Exponentialform z = r -e l<p dar, so lautet die reziproke Funktion: 

1 1 1 _/« 

w = - =-— = -e 9 

z r ■e' <p r 


Dann werden wir einige Beispiele zur reziproken Funktion betrachten, d.h. wir werden lernen, 
welches Bild Geraden, Ursprungsgeraden, Halbkreis usw. haben. 
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11. Die reziproke Funktion 1/z 


11.1 Wiederholung: Die Kreisgleichung 


11.1 Wiederholung: Die Kreisgleichung 


Falls man auch die Beweise in diesem Kapitel durcharbeiten will, muss man dazu die 
Kreisgleichung kennen. Daher werden wir die Kreisgleichung kurz wiederholen. 


folgt später 
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11. Die reziproke Funktion 1/z 


11.2 Wiederholung: Die Inversion am Einheitskreis 


11.2 Wiederholung: Die Inversion am Einheitskreis 


Eine Inversion am Einheitskreis bedeutet, dass die Punkte außerhalb des Einheitskreises auf 
die Fläche innerhalb des Einheitskreises abgebildet wird, und umgekehrt. 

3ie Inversion eines Punktes geschieht dabei nach der folgenden Vorschrift: _ 

Man zieht eine Gerade vom Mittelpunkt 
des Einheitskreises zum Punkt P, der 
durch die Inversion abgebildet werden 
soll. 


Das Bild P* des Punktes P liegt dann 
irgendwo auf dieser Geraden. 



Die genaue Lage des Punktes auf 
dieser Geraden erfahren wir durch 
folgende Vorschrift: 

Der Abstand des Bildes P* vom 
Ursprung ist der Kehrwert des 
Abstandes zwischen dem 
Ursprung und dem Punkt P. 

Im Beispiel hat P einen Abstand von 
Ursprung von 2. Der Abstand von P* 
vom Ursprung beträgt daher !4 
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11. Die reziproke Funktion 1/z 


11.2 Wiederholung: Die Inversion am Einheitskreis 


Würde man dies mit allen Punkten P außerhalb des Einheitskreises machen, so würde die 
gesamte Fläche außerhalb des Einheitskreises innerhalb des Einheitskreises abgebildet: 



z-Ebene w-Ebene 


Würde man stattdessen alle Punkt innerhalb des Einheitskreises abbilden, so läge 
das Bild außerhalb des Einheitskreises: 




Die Punkte auf dem Einheitskreis werden durch die Inversion am Einheitskreis nicht verändert. 
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11. Die reziproke Funktion 1/z 


11.3 Wiederholung: Die Konjugation 


11.3 Wiederholung: Die Konjugation 


Die Konjugation ordnet jeder komplexen Zahl z ihr komplex Konjugiertes zu. 



Als Beispiel ist im Bild die komplexe Zahl z=4+4i markiert. Sie wird durch die Konjugation auf der 
komplexen Zahl w=4-4i abgebildet: 
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11. Die reziproke Funktion 1/z 


11.4 Definition der reziproken Funktion 


11.4 Definition der reziproken Funktion 


Die reziproke Funktion f(z) = 1/z ist für alle komplexen Zahlen z*0 definiert. 

Stellt man z in der Exponentialform z = r-e l<p dar, so lautet die reziproke 
Funktion: 

1 1 1 -icp 

z r-e l<p r 


Interpretation der reziproken Funktion 


Wie man anhand der Formel sieht, setzt sich die reziproke Funktion eine Komposition aus zwei 
Teilfunktionen ist: 

1. Vom Betrag wird der Kehrwert gebildet. Dies bedeutet: Der Betrag wird kleiner (falls r>1) 
oder größer (falls r<1) oder er bleibt gleich (falls r=1). Mathematisch ist die 
Kehrwertbildung des Betrages als Inversion am Einheitskreis. 

2. Der Winkel ändert sein Vorzeichen. Dadurch findet eine Konjugation statt, also eine 
Spiegelung an der reellen Achse. 


(Beispiel 

: Ein einzelner Punkt 


Im Bild ist die kor 

Funktion f(z) = 1/z 

y 

j.K 

nplexe Zahl z = 2 e 4 markiert. Sie wird durch die rezi\ 

auf der komplexen Zahl w = ±- e 4 abgebildet: 

v v , 

oroke 
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z-Ebene 


w-Ebene 
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11. Die reziproke Funktion 1/z 


11.4 Definition der reziproken Funktion 


Beispiel 2: Mehrere Punkte 


Jetzt betrachten wir verschiedene z, deren Betrag anwächst. Da bei der reziproken Funktion 
der Kehrwert des Betrages gebildet wird, wird dadurch der Betrag der Zahlen w immer kleiner. 


Im Beispiel habe ich komplexe Zahlen z mit einem Betrag zwischen 0.5 und 3 gewählt. Daraus 
folgt, dass der Betrag von w zwischen 2 und 1/3 hat (das sind die Kehrwerte von 0.5 und 3): 







Beispiel 3: Ursprungsgeraden 


Als nächstes bilden wir eine unendlich lange Gerade durch den Ursprung durch die 
reziproke Funktion f(z) = 1/z ab. Da die Inversion am Einheitskreis die Gerade 
auf sich selbst abbildet, haben wir es hier lediglich mit einer Konjugation zu tun: 




z-Ebene w-Ebene 
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11. Die reziproke Funktion 1/z 


11.4 Definition der reziproken Funktion 


Beispiel 4: Halbkreis 


Nun benutzen wir die reziproke Funktion um einen Halbkreis mit Radius 2 abzubilden. 
Wir wissen, dass eine reziproke Funktion aus einer Inversion am Einheitskreis und 
einer Konjugation besteht. 

1. Durch die Inversion am Einheitskreis wird der Radius des Halbkreises von 2 zu 1/2. 
Wir erhalten also einen kleineren Halbkreis. 

2. Zweitens liegt dieser kleine Halbkreis spiegelbildlich zur reellen Achse, weil wir eine 
Konjugation durchführen müssen: 
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11. Die reziproke Funktion 1/z 


11.5 Das Bild waagerechter und senkrechter Geraden 


11.5 Das Bild waagerechter und senkrechter Geraden 

Satz: Waagerechte und senkrechte Geraden haben als Bild einen Kreis 


Als nächstes bilden wir eine (unendlich lange) senkrechte Gerade durch die reziproke Funktion 
f(z) = 1/z ab. Die Gerade soll dabei die reelle Achse bei x=1 schneiden. Als Bild ergibt sich ein 
Kreis, der in der gleichen rechten Halbebene liegt und der den Ursprung berührt, wobei 
allerdings der Ursprung selbst nicht zu Kreis gehört: 



Entsprechend gilt: Befindet sich die senkrechte Gerade in der linken Halbebene, 
dann befindet sich das Bild (d.h. der Kreis) ebenfalls in der linken Halbebene: 
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11. Die reziproke Funktion 1/z 


11.5 Das Bild waagerechter und senkrechter Geraden 


Bei waagerechten Geraden ist die Sache genau umgekehrt: Eine Gerade in der 
oberen Halbebene hat als Bild einen Kreis in der unteren Halbebene: 
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Ebenso hat eine waagerechte Gerade in der unteren Halbebene als Bild einen Kreis 
in der oberen Halbebene. 
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11. Die reziproke Funktion 1/z 


11.5 Das Bild waagerechter und senkrechter Geraden 


Dabei gilt (in allen vier Fällen) für die Punkte auf der Geraden bzw. dem Kreis folgendes: 
Je weiter man auf der Geraden gegen Unendlich bewegt, desto mehr bewegt 
man sich auf den Kreis in Richtung "Ursprung des Koordinatensystems". 

Ich habe diesen Sachverhalt im folgenden Bild dargestellt, wobei in diesem Bild die 
z-Ebene und die w-Ebene in einem Bild zusammengefaßt worden. Die Gerade gehört 
zur z-Ebene und der Kreis ist das Bild in der w-Ebene: 
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11. Die reziproke Funktion 1/z 


11.5 Das Bild waagerechter und senkrechter Geraden 


Nun betrachten wir die Größe der Kreise. Dabei gilt: Je weiter die Gerade vom Ursprung 
entfernt ist, desto kleiner wird der Kreis. Daher erzeugt die schwarze Gerade einen 
kleineren Kreis als die graue Gerade: 
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Dies gilt genauso für waagerechte Geraden. Auch hier gilt: Je weiter die Gerade vom 
Ursprung entfernt ist, desto kleiner ist der Kreis (also das Bild der Geraden): 
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11. Die reziproke Funktion 1/z 


11.5 Das Bild waagerechter und senkrechter Geraden 


Beweis für senkrechte Geraden am Beispiel einer Geraden durch x=1 


Vor dem allgemeinen Beweis beweisen wir einen Sonderfall, und zwar soll 
die senkrechte Gerade die reelle Achse bei x=1 schneiden. Dann wird aus 
der Darstellung z = x + iy die Gleichung: 
z=1 + iy 

Die Gleichung für w lautet folglich: 

1 1~ 

w = - = - 

z 1 + iy 

Wir machen den Nenner nun reell, indem wir mit dem komplex Konjugierten erweitern, 
im Nenner die 3.Binomische Formel anwenden und dabei i 2 =-1 beachten: 

u ,_ i ijUy_ = ij^jy _ i-iy _ j /y _ ?_, y 

1 + iy 1-iy f -(iy) 2 1 + y 2 1 + y 2 1 + y 2 1 + y 2 1 + y 2 

Wir können nun ablesen, welchen Realteil (u) und Imaginärteil (v) das Ergebnis w hat: 



1 ) 


o 

u = - p 



1 + y 2 

> mit: - oo < y < oo 

© 

c 

1 

II 


i + y J 



Wir suchen nun das Bild in Form einer Funktion v - f(u) und müssen daher y eliminieren. 
Da laut © stets u*0 können wir Gleichung © umstellen: 



Setzen wir nun diese Gleichung in die zweite ein, so erhalten wir: 
v = - yu 

Diese Gleichung stellen wir nach y um: 

y = ~- mit: u + 0 
u 


Dann setzen wir sie in O ein und machen einige einfache Umformungen: 


i 

U = -TT 

u(7 + 4) = 7 

(u + £) = 1 

2 2 

U +V = U 

u 2 -u+v 2 = 0 

1 + ^~ 

,,2 

l u 2 l 

V U ) 

U 






Wir bestimmen die quadratische Ergänzung zu u und addieren sie auf beiden Seiten: 


2 ( 

1\ 2 2 ( 

i \ 2 

u -u + l- 

i) +i ' =( 

2 ) 


Die ersten drei Terme sind dadurch zum 2. Binom geworden: 

(u-|f + (i/-0) 2 = (|f mit: u*0 

Wir haben die Gleichung eines Kreises erhalten. Die linke Seite der Gleichung sagt uns, 
dass der Mittelpunkt des Kreises die Koordinanten (|,ö) hat und die rechte Seite der 
Gleichung sagt uns, dass der Radius gleich 1/2 ist. Außerdem liegt der Kreis in der 
richtigen (rechten) Halbebene, denn der Mittelpunkt liegt in der rechten Halbebene. 
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11. Die reziproke Funktion 1/z 


11.5 Das Bild waagerechter und senkrechter Geraden 


Beweis für senkrechte Geraden (allgemeiner Beweis) 


Wir betrachten eine senkrechte Gerade, welche die reelle Achse bei x = a schneidet, 
wobei a + 0 gelten soll. Dann lautet wird aus der Darstellung z = x+iy die Gleichung: 
z = a + iy 

Die Gleichung für w lautet folglich: 

1 1 

w = — = - 

z a + iy 

Wir machen den Nenner nun reell, indem wir mit dem komplex Konjugierten erweitern, 
im Nenner die 3.Binomische Formel anwenden und dabei i 2 =-1 beachten: 

1 a-iy _ a-iy _ a-iy _ a y 

a + iy a-iy a 2 _(,y) 2 a 2 + y 2 a 2 + y 2 ' a 2 + y 2 

Wir können nun ablesen, welchen Realteil (u) und Imaginärteil (v) das Ergebnis w hat: 


o 

a 

U= o 


© 

II 

, Q) 

1 IN 

+ 

^ IN 

0 

► mit: - oo < y < oo 


a +T J 



Wir suchen nun das Bild in Form einer Funktion v = f(u) und müssen daher y eliminieren. 
Da laut Voraussetzung a + 0 gilt für © stets u + 0 können wir Gleichung © umstellen: 



Setzen wir nun diese Gleichung in © ein, so erhalten wir: 



Diese Gleichung stellen wir nach y um: 

y = -— mit: u ^ 0 
u _ 

Das Ergebnis setzen wir in © ein und erhalten eine Gleichung der Variablen u und v: 
a 

u = -^ 

a 2 + ^j- 

u 2 


Jetzt müssen wir noch einige einfache Umformungen machen: 


Gleichung mit dem Nenner multiplizieren: 

ua 2 + = a 

u 

Gleichung mit u multiplizieren: 

2 2 2 2 

u a + v a = ua 

Gleichung durch a 2 dividieren: 

2 2 U 

U + V = — 

a 

Alle Terme auf die linke Seite bringen: 

u 2 ~ — + v 2 =0 
a 


Mit der letzten Gleichung machen wir auf der nächsten Seite weiter: 
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11. Die reziproke Funktion 1/z 


11.5 Das Bild waagerechter und senkrechter Geraden 


Auf der vorigen Seite waren wir bis zu folgender Gleichung gelangt: 



Wir bestimmen die quadratische Ergänzung zu u und addieren sie auf beiden Seiten: 

u2 ~ u + (-hf + ^ = (A)1 

Die ersten drei Terme sind dadurch zum 2. Binom geworden: 


(u-±) 2 + (v-°) 2 =(±f mit:u*0 


Wir haben die Gleichung eines Kreises erhalten. 

1. Die rechte Seite der Gleichung sagt uns, dass der Radius gleich ist. 

2. Die linke Seite der Gleichung sagt uns, dass der Mittelpunkt des Kreises die 
Koordinanten (^,0) hat. 

An den Koordinanten des Kreis-Mittelpunktes erkennt man nun folgendes: 

3. Liegt die Gerade in der rechten Halbebene, dann ist a>0. Dann liegt auch 

der Mittelpunkt des Kreises in der rechten Halbebene, und somit auch der Kreis. 

Liegt die Gerade jedoch in der linken Halbebene, dann ist a<0. Dann liegt der 
Mittelpunkt des Kreises in der linken Halbebene, und somit auch der Kreis. 
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11. Die reziproke Funktion 1/z 


11.5 Das Bild waagerechter und senkrechter Geraden 


Beweis für waagerechte Geraden (allgemeiner Beweis) 


Wir betrachten eine waagerechte Gerade, welche die imaginäre Achse bei y = b schneidet, 
wobei b*0 gelten soll. Dann lautet wird aus der Darstellung z= x + iy die Gleichung: 
z^_x+_ib 

Die Gleichung für w lautet folglich: 

1 1 ~ 

w = — =- 

z x+jb 

Wir machen den Nenner nun reell, indem wir mit dem komplex Konjugierten erweitern, 
im Nenner die 3.Binomische Formel anwenden und dabei i 2 --1 beachten: 


1 x-ib x-ib x-ib x ib 

w --= - = - =-/- 

x+jb x-ib x 2 -(ib) 2 x 2 + b 2 _ x 2 + b 2 x 2 + b 2 

Wir können nun ablesen, welchen Realteil (u) und Imaginärteil (v) das Ergebnis w hat: 


O 

© 


u = 


x 

x 2 + b 2 


b 

x 2 + b 2 


^ mit: - oo < x < oo 


Wir suchen nun das Bild in Form einer Funktion v = f(u) und müssen daher x eliminieren. 
Da laut Voraussetzung b*0 gilt für © stets v + 0 können wir Gleichung © umstellen: 



Setzen wir nun diese Gleichung in © ein, so erhalten wir: 



Diese Gleichung stellen wir nach x um: 

x = ~— mit:v*0 
v 


Dann setzen wir sie in © ein und erhalten die gewünschte Gleichung v=f(u): 


b 



Jetzt müssen wir die Gleichung noch umformen: 


Gleichung mit dem Nenner multiplizieren: 

f + vb 2 = -b 

Klammer ausmultiplizieren: 

" 2 b 2 +V b 2 = b 

V 

Gleichung mit v multiplizieren: 

b 2 u 2 + b 2 v 2 - -bv 

Gleichung durch b 2 dividieren: 

u 2 + v 2 = 

b 

Alle Terme auf linke Seite bringen: 

p V p 

u 2 + - + v 2 = 0 

b 


Mit der letzten Gleichung werden wir auf der nächsten Seite Weiterarbeiten. 
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11. Die reziproke Funktion 1/z 


11.5 Das Bild waagerechter und senkrechter Geraden 


Die letzte Gleichung auf der vorigen Seite lautete: 

U 2 + V + V 2= 0 
b _ 

Wir bestimmen nun die quadratische Ergänzung zu v und addieren sie auf beiden Seiten: 


2 V 2 1 

r n 2 _i 

f 1 ] 

2 

U + — + V +\ 




b 1 

{2b) ' 1 

{2b) 



Linke Seite: Die letzten drei Terme sind dadurch zum 1.Binom geworden: 


i ) 

2 ^ 

' 1 1 

v + - 

2b) 


\2b) 


Wir haben die Gleichung eines Kreises erhalten. Schauen wir uns das genauer an: 


1. Die rechte Seite der Gleichung sagt uns, dass der Radius gleich ist. 

2. Die linke Seite der Gleichung sagt uns, dass der Mittelpunkt des Kreises die 
Koordinanten (0,-^) hat. 

An den Koordinanten des Kreis-Mittelpunktes erkennt man nun folgendes: 

3. Liegt die Gerade in der oberen Halbebene (positives b), dann liegt der Mittelpunkt 
des Kreises und somit der Kreis in der unteren Halbebene. 


Liegt die Gerade in der unteren Halbebene (negatives b), dann liegt der Mittelpunkt 
des Kreises und somit der Kreis in der oberen Halbebene. 
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11. Die reziproke Funktion 1/z 


11.6 Die erweiterte komplexe Ebene 


11.6 Die erweiterte komplexe Ebene 


folgt später 
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12. Die Verkettung (Komposition) 


12.1 Definition 


12. Die Verkettung (Komposition) 

12.1 Definition 

Definition 


Gegeben seien die beiden komplexen Funktionen: 

f: Df —y W f und g : Dg —y l/Vp 

Wir betrachten die verkettete Funktion: 

(gof)(z) = g(f(z)) 

Der Definitionsbereich von ihr lautet: 

Dgot ={z/zeD f Af(z)eD g } 


Anmerkung: Das Zeichen a wird gesprochen als "und" 


Erklärung zum Definitionsbereich 


Der Definitionsbereich D gof der verketteten Funktion g(f(z)) besteht aus allen z, 
für die folgende zwei Bedingungen beide wahr sind: 

1. Die Zahl z muß zum Definitionsbereich der inneren Funktion f(z) gehören, 
denn sonst kann man die Funktion f nicht durchführen, und somit 

erst recht die nicht Verkettung g(f(z)). Daher muß gelten: ze D f 

2. Die Zahl z muß einen Funktionswert f(z) haben, der zum Definitionsbereich der 
äußeren Funktion g(w) gehört, denn sonst kann man die äußere Funktion g nicht 
durchführen, und somit auch nicht die Verkettung g(f(z)). Daher muß gelten: f(z)&D g 

Beide Aussagen zusammen ergeben den bereits erwähnten Definitionsbereich: 

D go f={zlzeD f Af(z)eD g } 
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12. Die Verkettung (Komposition) 


12.1 Definition 


Praktische Formel für den Definitionsbereich der Verkettung 


Die Formel fördert Definitionsbereich D gf der verketteten Funktion g(f(z)) 
haben wir gerade kennen gelernt: 

Dg of ={zlzeD f Af(z)eD g } 

Bei der praktischen Berechnung des Definitionsbereiches, wollen wir aber wissen, 
welche z wir aus dem Definitionsbereich ausschließen müssen. Daher wenden 
wir die Formel von "De Morgan" an, und erhalten: 


D gof = {z/z£D f vf(z)£D g } 

In Worten lautet sie: Wir müssen alle Zahlen z aus dem Definitionsbereich der 
verketteten Funktion g(f (z)) ausschließen, die nicht zum Definitionsbereich 
der inneren Funktion gehören oder deren Funktionswert f(z) nicht zum 
Definitionsbereich der äußeren Funktion gehört. 


Bild 



♦MWWWHf(z) 



w f 


D g 


mmmmt« g(w) 



Wg 


w r 
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12. Die Verkettung (Komposition) 


12.2 Beispiel leicht 


|12.2 Beispiel leicht 

[Aufgabe 


Gegeben seien die beiden komplexen Funktionen: 

f(z)=z? g(z) = — 

Z-I 

Gesucht ist die Verkettung (g°f)(z) und der zugehörige Definitionsbereich D gof 


Lösung 


\1.Die verkettete Funktion lautet: 
g(f(z)) = 

z -1 

2.Bestimme den Definitionsbereich D f der inneren Funktion f(z) 

Der Definitionsbereich der komplexen Quadratfunktion sind die 
komplexen Zahlen: 

D f =C 

3a.Bestimme den Definitionsbereich D g der Funktion g(z): 

Wir müssen i aus dem Definitionsbereich entfernen, 
weil sonst der Nenner zu Null wird: 

D g =C\ {/} 

3b.Welche z haben einen Funktionswert, der nicht in D g liegt 

Wir fragen uns: Für welche z ist f(z) gleich der Definitionslücke i, sodass 
die äußere Funktion nicht definiert ist. Dies führt zu der Gleichung: 
z 2 = i 

4? = li 

z = —1 


4.Lösung 

Der Definitionsbereich von f ist C, sodass wir keine Zahl aus 
dem Definitionsbereich der Verkettung streichen müssen. 

Der Definitionsbereich von g ist C \ {/}, und f(z) ist für z = -1 gleich i, 
d.h. wir müssen -1 aus dem Definitionsbereich der Verkettung entfernen: 











12. Die Verkettung (Komposition) 


12.3 Beispiel mittelschwer 


112.3 Beispiel mittelschwer 

[Aufgabe 


Gegeben seien die beiden komplexen Funktionen: 


f(z) = 


1 


z-2 


g(z )= — 

Z-I 


Gesucht ist der Definitionsbereich D gof der Verkettung g(f(z)) 


Lösung 


1. Bestimme den Definitionsbereich D f der inneren Funktion f(z) 

Wir müssen die "2" aus dem Definitionsbereich von f entfernen, 
weil sonst der Nenner zu Null wird: 

D f =C\ {2} 

2. Bestimme den Definitionsbereich D g der Funktion g(z): 

Wir müssen i aus dem Definitionsbereich entfernen, 
weil sonst der Nenner zu Null wird: 


D g =C\ {/} 

3. Welche z haben einen Funktionswert, der nicht in D g liegt 

Wir fragen uns: Für welche z ist f(z) gleich i, sodass die äußere 
Funktion nicht definiert ist. Dies führt zu der Gleichung: 


1 = iz-2i 
iz=1 + 2i 

z = - + 2 
i 

z = 2-i 


4.Lösung 

Der Definitionsbereich von f ist D f = C \ {2}, d.h. wir müssen 
die "2" aus dem Definitionsbereich der Verkettung streichen. 

Der Definitionsbereich von g ist D g = C \ {/}. Es ist aber 
f(z) = i, wenn z = 2- i ist. Daher müssen wir z = 2- i 
aus dem Definitionsbereich der Verkettung entfernen. 

Dg.t - C\{2, 2-i) 
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12. Die Verkettung (Komposition) 


12.4 Beispiel mit Sonderfall 


|12.4 Beispiel mit Sonderfall 

[Aufgabe 


Gegeben seien die beiden komplexen Funktionen: 


f(z) = 


z-2 


+1 


9(z) = 


z -1 


Gesucht ist der Definitionsbereich D, 


g°f 


der Verkettungg(f(z)) 


Lösung 


1.Bestimme den Definitionsbereich D f der inneren Funktion f(z) 

Wir müssen die "2" aus dem Definitionsbereich von f entfernen, 
weil sonst der Nenner zu Null wird: 


D f =C\ {2} 


2.Bestimme den Definitionsbereich D g der Funktion g(z): 


Wir müssen i aus dem Definitionsbereich entfernen, 
weil sonst der Nenner zu Null wird: 

D g =C\{i} 


3. Welche z haben einen Funktionswert, der nicht in D g liegt 


Wir fragen uns: Für welche z ist f(z) gleich i, sodass die äußere 
Funktion nicht definiert ist. Dies führt zu der Gleichung: 


1 . . 

-+ / = / 

z-2 


z-2 
1 = 0 


Das Ergebnis bedeutet, dass es keine Zahl z gibt, deren Funktionswert 
f(z) nicht in D g liegt. 

4. Lösung 

Der Definitionsbereich von f ist D f =C\ {2}, d.h. wir müssen die "2" aus dem 
Definitionsbereich der Verkettung streichen. 

Der Definitionsbereich von g ist D g = C \ {/}. Im vorigen Schritt haben wir aber 
festgestellt, dass es keine Zahl z gibt, deren Funktionswert f(z) den Wert i hat. 
Folglich ist der müssen wir aufgrund von D g keine weiteren Zahlen aus dem 
Definitionsbereich der Verkettung entfernen. 

D g ., MC \{2j 
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13. Umkehrfunktion (Inverse Funktion) 


13.1 Was ist eine Umkehrfunktion 


13. Umkehrfunktion (Inverse Funktion) 

13.1 Was ist eine Umkehrfunktion 

Definition 


Sei f(z)=w eine komplexe Funktion. Dann nennt man die 
Funktion g(w) die Umkehrfunktion zu f(z), wenn gilt: 

g(f(z)) = z 

Die Funktion g hebt also die Auswirkungen der Funktion f wieder auf. 
Die Umkehrfunktion wird auch inverse Funktion genannt. 


Beispiel 1: Eine lineare Funktion und ihre Umkehrfunktion 


Gegeben sei die komplexe Funktion f(z)=2z. Die Umkehrfunktion ist die 
Funktion r 1 (zj=| z, denn wenn man zuerst die Funktion und dann auf 
das Ergebnis die Umkehrfunktion an wendet, erhält man wiederz: 

r’(f(z)) = ±(2z) = z 
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13. Umkehrfunktion (Inverse Funktion) 


13.1 Was ist eine Umkehrfunktion 


Beispiel 2: Die Konjugation als Umkehrfunktion der Konjugation 


Gegeben sei die komplexe Funktion f(z)=z, d.h. gegeben sei die Konjugation. 
Dieser Fall ist interessant, denn die Umkehrfunktion der Konjugation ist 
wieder die Konjugation. Dies überprüfen wir wie üblich. 

Wenn man z konjugiert und das Ergebnis nochmals konjugiert, dann erhält man 
wieder z: 


r'(f(z)) = (z) = z 


Das Bild zeigt diesen Sachverhalt nochmals: 
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13. Umkehrfunktion (Inverse Funktion) 


13.2 Bedingung für die Existenz einer Umkehrfunktion 


13.2 Bedingung für die Existenz einer Umkehrfunktion 

Das Problem 


Wir haben auf den vorigen Seiten gelernt, was eine Umkehrfunktion ist. Aber nicht jede 
Funktion hat eine Umkehrfunktion, was wir anhand der Funktion f(z)=z 2 zeigen werden. 

Diese Funktion f(z)=z 2 bildet die Zahlen z = i und z = -i beide auf der Zahl -1 ab, denn 
die Definition der imaginären Einheit lautet i 2 =-1, woraus dann folgt: (- i) 2 = i 2 = -1. 



Wie man am Bild sieht, ist die Umkehrungrelation nicht eindeutig 

und somit keine Umkehrfunktion. Eine Umkehrfunktion existiert also nicht. 

Daher müssen wir auf der nächsten Seite definieren, wann eine 
komplexe Funktion eine Umkehrfunktion besitzt. 
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13. Umkehrfunktion (Inverse Funktion) 


13.2 Bedingung für die Existenz einer Umkehrfunktion 


1. Bedingung für die Umkehrbarkeit 


Gegeben sei eine Funktion f: A^B mit A = {z 1 ,z 2 ,z 3 ,...} und B = {w 1 ,w 2 ,w 3 ,...} 

Die Funktion f(z) = w ist umkehrbar, wenn unterschiedliche z auch unterschiedliche 
Funktionswerte haben: 

z n *z m => f(z n )*f(z m ) für alle m,n 


2. Bedingung für die Umkehrbarkeit 


Nach den Gesetzen der Aussagenlogik kann man diesen Satz umdrehen und erhält eine 
altenative Bedingung für die Umkehrbarkeit einer Funktion: 


Gegeben sei eine Funktion f:A^B mit A = [z 1 ,z 2 ,z 3 ,..] und B = {w 1 ,w 2 ,w 3 ,...} 

Die Funktion f(z) = w ist umkehrbar, wenn es zu einem bestimmten Funktionswert f(z) 
nur eine Zahl z gibt, sodass f(z) = w: 

f(z n ) = f(z m ) => z n =z m für alle m,n 


Praktische Anwendung des Satzes 


folgt später 
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13. Umkehrfunktion (Inverse Funktion) 


13.3 Beispiel: Funktion mit Umkehrfunktion 


13.3 Beispiel: Funktion mit Umkehrfunktion 

Aufgabe _ 


Gegeben sei eine Funktion 

f(z) = z*~i 

z+ / 


Lösung 


Gegeben war die Funktion: 

1 

w = - z*-i 

z+ i 

Wir stellen die Gleichung nach z um: 

. 1 
z +1 = — 
w 

Weiter umstellen: 


z = -/ w * 0 

w 

Die erhaltene Umkehrrelation ist eine Funktion, da jedem w ein eindeutiges z 
zugeordnet wird, wobei der Defintionsbereich gleich C\{0}. 

Die Funktion f ist also umkehrbar und hat als Umkehrfunktion die Funktion: 

f~ 1 (w) = — -i w*0 
w 
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13. Umkehrfunktion (Inverse Funktion) 


13.4 Gegenbeispiel: Funktion ohne Umkehrfunktion 


13.4 Gegenbeispiel: Funktion ohne Umkehrfunktion 

Aufgabe _ 


Gegeben sei eine Funktion 

f(z)=z 2 D f ={z I zeC} 


Lösung 


Gegeben war die Funktion: 

w = z 2 zeC 

Wir stellen die Gleichung nach z um: 

\fw = V? 

Seiten vertauschen: 

^/? = *Jw 

Vereinfachen: 
z = 4w 

Da die Quadratwurzel im Komplexen zwe[ Lösungen hat, existiert keine 
Umkehrfunktion f~ : (w), denn eine Funktion ist immer eindeutig. 

Man kann die Quadratfunktion aber umkehrbar machen, indem man 
ihren Definitionsbereich einschränkt. Wir erklären das im nächsten Beispiel. 
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13. Umkehrfunktion (Inverse Funktion) 


13.5 Die komplexe Quadratfunktion umkehrbar machen 


13.5 Die komplexe Quadratfunktion umkehrbar machen 

Wiederholung des reellen Falles_ 


y 



-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 


Gegeben sei die reelle Quadratfunktion: 
f(x) = x 2 D = R 

Diese Funktion hat keine Umkehrfunktion, 
sondern nur eine Umkehrrelation. 



y 



Zum Beispiel werden der Zahl 4 sowohl 
die Zahl 2 als auch die Zahl - 2 zugeornet. 


Jetzt schränken wir den Definitionsbereich 
der reellen Quadratfunktion ein, indem wir 
die negativen Zahlen aus dem 
Definitionsbereich streichen: 

f(x) = x 2 D = {xgRI x>0] 



Diese Funktion hat eine Umkehrfunktion, denn 
allen Zahlen wird nur eine Wert zugeordnet, 
z.B. wird der Zahl 4 nur die Zahl 2 zugeordnet. 
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13. Umkehrfunktion (Inverse Funktion) 


13.5 Die komplexe Quadratfunktion umkehrbar machen 


Der komplexe Fall 


Wir haben im vorigen Unterkapitel gelernt, dass die auf C definierte 
Quadratfunktion keine Umkehrfunktion hat: 

f(z) = z 2 zg C 

Schränkt man aber den Definitionsbereich der komplexen Quadratfunktion 
in geeigneter Weise ein, so wird die Quadratfunktion dadurch umkehrbar. 

Meistens benutzt man folgende Einschränkung des Definitionsbereich, 
um die komplexe Quadratfunktion umkehrbar zu machen: 

f(z) = z 2 D = {ze C/-f <Arg(z)<%) 

Auf der nächsten Seite werden wir beweisen, dass diese Einschränkung 
die Funktion f(z) tatsächlich umkehrbar macht. 


Bild 



Bild: 

Wir wollen den Definitionsbereich der 
komplexen Quadratfunktion auf die 
rechte Halbebene einschränken. 
Dadurch wird die komplexe 
Quadratfunktion umkehrbar, 
wie wir nun zeigen werden 


Hinweis: 

Die negative imaginäre Achse 
gehört nicht mehr zum 
Definitionsbereich, sondern nur 
die positive imaginäre Achse 
und die Null. 
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13. Umkehrfunktion (Inverse Funktion) 


13.5 Die komplexe Quadratfunktion umkehrbar machen 


Beispiel 1: Einschränkung auf die rechte Halbebene 


Wir haben zwei Bedingungen, um die Umkehrbarkeit einer Funktion 
zu beweisen. Wir benutzen hier die 2. Bedingung für die Umkehrbarkeit, 
d.h. wir müssen prüfen, ob folgende Bedingung wahr ist: 

f ( z i) = f( z 2 )=> z 1 =z 2 © 

Gegeben sei die eingeschränkte komplexe Quadratfunktion: 

f(z) = z 2 mit D f =|z/-|<^<|} O 
Außerdem seien zwei komplexe Zahlen gegeben: 

Zf = ricosa + isina ) undz 2 = s(cosß + isinß ) © 

Wir nehmen an, dass f(Zf) = f(z 2 ) und zeigen, dass dann z, = z 2 : 

[ricosa + isina)] 2 = \_s(cos ß + i sin ß)f © 

Potenzgesetz anwenden: 

r 2 (cosa + i sina) 2 = s 2 (cos ß + i sin ß) 2 © 

Formel von de Moivre anwenden: 

r 2 [cos(2a) + i sin(2a)\ = s 2 \_cos(2ß) + i sin(2ß)~\ © 

Weil r und s positiv sind, gilt für die Beträge von z ? und z 2 : 

r 2 = s 2 <=> r = s © 

Jetzt müssen wir nur noch zeigen, dass die Winkel von z r und z 2 ebenfalls übereinstimmen, 
also dass a = ß. Da laut Voraussetzung die Funktionswerte gleich sind, sind auch die 
Argumente von z ? und z 2 gleich: 

arg {r 2 [cos(2a) + i sin(2a)]} = arg{s 2 [cos(2 ß) + i sin(2ß)§ © 

Daraus folgt aber noch nicht, dass a = ß, denn das Argument einer komplexen Zahl ist 
mehrdeutig. Füge ich zu einem Winkel nämlich volle Umdrehungen hinzu, so bleibt das 
Argument gleich, d.h. es gilt: 

2a = 2ß±k-2n keZ © 

Aufgrund des gegebenen Definitionsbereichs (Gleichung 1) ergibt sich aber: 

~^<a<^ und ~2 < ß — ~2 ^ -n<2a<n und -n<2ß<n © 

Der Unterschied zwischen den Argumenten 2a und 2ß ist also immer kleiner als 2 k. 

Für Gleichung 8 gilt also n=0 und somit: 

a-ß © 

Lösung : Wir haben bewiesen, dass sowohl die Beträge von z ? und z 2 gleich sind, als auch 
ihre Winkel, und somit gilt Zf=z 2 . Wie im Eingang erklärt folgt daraus, dass die komplexe 
Quadratfunktion f(z) = z 2 mit der Einschränkung D f = {z/-f < cp < |] umkehrbar ist. 
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13. Umkehrfunktion (Inverse Funktion) 


13.5 Die komplexe Quadratfunktion umkehrbar machen 


Weitere Möglichkeiten die Quadratfunktion umkehrbar zu machen 


Das Bild zeigt das vorige Beispiel. In diesem Beispiel hatten wir den Definitionsbereich 
auf die rechte Halbebene eingeschränkt, und dadurch eine umkehrbare Funktion erhalten: 



Nicht 

umkehrbare 

Funktion 


Durch die 

yl—I Einschränkung 
\j—I wurde die 
Funktion 
umkehrbar 



Es gibt aber unendlich viele weitere Möglichkeiten, den Definitionsbereich der Quadratfunktion 
einzuschränken, so dass eine umkehrbare Funktion entsteht. Zum Beispiel hätten wir den 
Definitionsbereich auf die obere Halbebene einschränken können, und dadurch ebenfalls 
eine umkehrbare Funktion erhalten: 



Nicht 

umkehrbare 

Funktion 


Durch die 

yl—I Einschränkung 
—I wurde die 
Funktion 
umkehrbar 
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13. Umkehrfunktion (Inverse Funktion) 


13.5 Die komplexe Quadratfunktion umkehrbar machen 


Beispiel 2: Einschränkung auf die obere Halbebene 


Wir benutzen wieder die 2. Bedingung für die Umkehrbarkeit, 
d.h. wir müssen prüfen, ob folgende Bedingung wahr ist: 

f { z i) = f { z 2 )=> z 1 =z 2 O 

Gegeben sei die eingeschränkte komplexe Quadratfunktion: 

f(z) = z 2 mit D f ={z\0<(p<jz] O 

Außerdem seien zwei komplexe Zahlen gegeben: 

Zf = ricosa + isina) undz 2 = s(cosß + isinß) © 

Wir nehmen an, dass f(z 1 ) = f(z 2 ) und zeigen, dass dann z ? = z 2 : 

[ricosa + isina)] 2 =\_s(cosß + isinß)~\ 2 © 

Potenzgesetz anwenden: 

r 2 (cosa + isina) 2 = s 2 (cos ß + isin ßf © 

Formel von de Moivre anwenden: 

r 2 [cos (2a) + i sin (2a )] = s 2 [cos (2ß) + i sin(2ß)~\ © 

Weil r und s positiv sind, gilt für die Beträge von z, und z 2 : 

r 2 = s 2 <=> r = s © 

Jetzt müssen wir nur noch zeigen, dass die Winkel von z, und z 2 ebenfalls übereinstimmen, 
also dass a = ß. Da laut Voraussetzung die Funktionswerte gleich sind, sind auch die 
Argumente von z, und z 2 gleich: 

arg{r 2 [cos (2a ) + i sin (2a)]} = arg[s 2 [cos (2ß) + isin(2ßj]} © 

Daraus folgt aber noch nicht, dass a = ß, denn das Argument einer komplexen Zahl ist 
mehrdeutig. Füge ich zu einem Winkel nämlich volle Umdrehungen hinzu, so bleibt das 
Argument gleich, d.h. es gilt: 

2a - 2ß ±k-2n k e Z © 

Aufgrund des gegebenen Definitionsbereichs (Gleichung 1) ergibt sich aber: 

0 <a<n und 0 < ß <n => 0 < 2a < 2n und 0 < 2ß <2n © 

Der Unterschied zwischen den Argumenten 2a und 2ß ist also immer kleiner als 2n. 

Für Gleichung 8 gilt also n=0 und somit: 

a-ß © 

Lösung : Wir haben bewiesen, dass sowohl die Beträge von z r und z 2 gleich sind, als auch 
ihre Winkel, und somit gilt z ? = z 2 . Wie im Eingang erklärt folgt daraus, dass die komplexe 
Quadratfunktion f(z) = z 2 mit der Einschränkung D f ={z\0 <(p<n} umkehrbar ist. 
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13. Umkehrfunktion (Inverse Funktion) 


13.6 Umkehrbarkeit höherer Potenzen 


13.6 Umkehrbarkeit höherer Potenzen 

Regel _ 


Nehmen wir an, es ist folgende Potenzfunktion gegeben: 
f(z) = z n 

Damit die Funktion umkehrbar ist, muss ihr Definitionsbereichs 
auf ein Intervall einschränkt werden, dass eine Länge hat von: 

2n 

n 

Im allgemeinen wählt man ein Intervall, dass symmetrisch 
zur positiven reellen Achse liegt: 

D,={zl 


Anmerkung 


Die Regel ist auch auf den Sonderfall der „reinen Quadratfunktion“ anwendbar, den wir bereits 
betrachtet haben. 
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13. Umkehrfunktion (Inverse Funktion) 


13.6 Umkehrbarkeit höherer Potenzen 


Beispiel. Umkehrung der 4.Potenz 


Wir benutzen wieder die 2. Bedingung für die Umkehrbarkeit, 
d.h. wir müssen prüfen, ob folgende Bedingung wahr ist: 

f{z 1 ) = f(z 2 )^ z 1= z 2 O 

Gegeben sei die eingeschränkte komplexe Potenztfunktion: 

f(z) = z 4 mit D f ={z\-^<(p <§} O 

Außerdem seien zwei komplexe Zahlen gegeben: 

z 1 = ricosa + isina) undz 2 = s(cosß + isinß) © 

Wir nehmen an, dass f(z 1 ) = f(z 2 ) und zeigen, dass dann z 1 = z 2 : 

[ricosa + isina)] 4 = \_s(cosß + isinß\\ 4 © 

Potenzgesetz anwenden: 

r 2 (cosa + isina) 4 = s 2 (cos ß + isin ß) 4 © 

Formel von de Moivre anwenden: 

r 2 [cos(4a) + i sin(4a)\ = s 2 \_cos(4ß) + i sin(4ß)~\ © 

Weil r und s positiv sind, gilt für die Beträge von z 1 und z 2 : 
r 2 = s 2 o r = s © 

Jetzt müssen wir nur noch zeigen, dass die Winkel von z 1 und z 2 ebenfalls übereinstimmen, 
also dass a = ß. Da laut Voraussetzung die Funktionswerte gleich sind, sind auch die 
Argumente von z 1 und z 2 gleich: 

arg{r 2 [cos(4a ) + / sin(4a )]} = arg{s 2 \_cos(4ß ) + /s/'n(4/?)]] © 

Daraus folgt aber noch nicht, dass a = ß, denn das Argument einer komplexen Zahl ist 
mehrdeutig. Füge ich zu einem Winkel nämlich volle Umdrehungen hinzu, so bleibt das 
Argument gleich, d.h. es gilt: 

4a = 4ß ±k- 2n /(eZ © 

Aufgrund des gegebenen Definitionsbereichs (Gleichung 1) ergibt sich aber: 

-^<a <-| und ~^<ß<^ => -n<4a<n und -n<4ß<n © 

Der Unterschied zwischen den Argumenten 4a und 4ß ist also immer kleiner als 2n. 

Für Gleichung 8 gilt also n=0 und somit: 

a-ß © 

Lösung : Wir haben bewiesen, dass sowohl die Beträge von z 1 und z 2 gleich sind, als auch 
ihre Winkel, und somit gilt z 1 =z 2 . Wie im Eingang erklärt folgt daraus, dass die komplexe 
Potenzfunktion f(z) = z 4 mit der Einschränkung D f = {z/-^|<<p<-|} umkehrbar ist. 
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14. Berechnung des Wertebereichs 


14.1 Lösungsidee am Beispiel einer reellen Funktion 


14. Berechnung des Wertebereichs 


14.1 Lösungsidee am Beispiel einer reellen Funktion 

Der Wertebereich ist der Definitionsbereich der Umkehrung_ 


Gegeben sei eine reelle Funktion f: y = f(x) 

Wir nehmen an, dass wir uns nur für Werte 
x > 0 interessieren, d.h. wir legen fest, dass 
der Definitionsbereich aus den nicht-negativen 
Zahlen besteht: 


y = 


1 

x+10 


D f ={x s I | x> 0} 


I—'—I—*—I- 

-20 -15 -10 


Gesucht sei der Wertebereich W f der Funktion f, 
den wir rechnerisch ermitteln wollen. 


Dazu überlegen wir uns Folgendes: 



Jeder beliebigen Stelle x 0 , die im Definitionsbereich 
der Funktion f liegt, wird durch die Funktion f ein 
Werty 0 zugeordnet. 


Für ein bestimmtes x 0 kann man das graphisch 
durch einen Pfeil darstellen, der bei x 0 beginnt 
und bei y 0 endet. Dieses y 0 gehört dann zum 
Wertebereich von f. 


I—'—I—'—H 

-20 -15 -10 



Man kann denselben Pfeil aber auch umgekehrt 
durchlaufen, also von y 0 nach x 0 . Diese Zuordnung 
nennen wir Umkehrung f 1 , wobei die Umkehrung 
eine Funktion oder eine Relation sein kann. Einen 
zugehörigen Pfeil nennt man dann Umkehrpfeil. 


Wenn also eine Zahl y 0 zum Wertebereich gehört, 
dann besteht ein Pfeil von x 0 nach y 0 und somit 
automatisch auch ein Umkehrpfeil von y 0 nach x 0 . 

Die Existenz eines Umkehrpfeiles von y 0 nach x 0 
bedeutet also, dass y 0 zum Wertebereich gehört. 

Die Existenz eines Umkehrpfeiles von y 0 nach x 0 
ist aber für alle y 0 gegeben, wenn sie zum 
Definitionsbereicli der Umkehrung gehören. Fazit: 
Eine Zahl y 0 gehört zum Wertebereich von f, wenn 
sie zum Definitionsbereich der Umkehrung f 1 gehört. 
Der erste Schritt lautet also: Bestimme die 
Umkehrung F 1 . 


I—'—I—'—H 

-20 -15 -10 




-20 


-30 
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14. Berechnung des Wertebereichs 


14.2 Lösungsverfahren am Beispiel reeller Funktionen 


14.2 Lösungsverfahren am Beispiel reeller Funktionen 


Die Aufgabe 



1 .Umkehrung berechnen 


Die Lösungsidee bestand darin, dass 

100 

der gesuchte Wertebereich gleich dem 

Y x + 5 

Definitionsbereich der Umkehrung ist. 

yx + 5y = 100 

Der erste Schritt muß also lauten: 

Berechne die Umkehrung. 

y(x + 5) = 100 

Dazu muß man die Funktion y=f(x) 

x + 5 = - 

nach x umstellen, also x=f(y) berechnen: 

y 


100 _ 
x =-5 

y 


2.Definitionslücken der Umkehrung aus ihrem Definitionsbereich entfernen 


Die Lösungsidee bestand darin, dass 

Aus dem Definitionsbereich der Umkehrung r 1 

der gesuchte Wertebereich gleich dem 

müssen wir die Zahl y = 0 ausschließen, da 

Definitionsbereich der Umkehrung ist. 

bei y = 0 der Nenner nicht defininiert ist: 

Die Umkehrung haben wir im 1. Sch ritt 


bereits berechnet, nun müssen wir 


ihren Definitionsbereich bestimmen, 

x =- 5 y = 0 t D , 

V * 

oder besser gesagt, wir müssen 

y 

ausschließen, welche Zahlen dort 


nicht reingehören: 
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14. Berechnung des Wertebereichs 


14.2 Lösungsverfahren am Beispiel reeller Funktionen 


|3.Weitere Werte aus dem Definitionsbereich der Umkehrung entfernen 


Im vorigen Schritt haben wir bereits 
y-Werte aus dem Definitionsbereich 
der Umkehrung ausgeschlossen. 

Im allgemeinen (aber nicht immer) muß 
man im 3. Schritt weitere y-Werte aus dem 
berechneten Wertebereich entfernen: 

Alle x-Werte der Funktion, die nicht im 
Definitionsbereich ( D f ) der Funktion liegen, 
haben natürlich keine y-Werte im Bildbereich. 
Diese y-Werte müssen daher entfernt werden. 


Im Beispiel besteht der Definitionsbereich der 
Funktion nur aus positiven Zahlen und der Null: 

D f = {x e ffi I x > 0} 

Diese Information wenden wir auf die Umkehrung an: 
0< x = —-5 

y 

Da uns der Wertebereich interessiert (nur die y-Werte) 
können wir die Ungleichung vereinfachen: 

0*!°°-5 

y 

Diese Ungleichung lösen wir. Wir beginnen damit, 
dass wir auf beiden Seiten die "5" addieren: 

5<1°° 

y 

Jetzt müssen wir mit y multiplizieren, aber da wir nicht 
wissen, ob y positiv oder negativ ist, müssen wir eine 
Fallunterscheidung machen. Den Fall y=0 haben wir 
übrigens im vorigen Schritt ausgeschlossen: 


y > 0 

y < 0 

5y <100 

y <20 

5y > 100 

y> 20 


Da sich die 2. Spalte der Fallunterscheidung 
widerspricht (y<0 und y>20) muß die erste 
Spalte richtig sein. Fazit Schritt 3: Der 
gegebene Definitionsbereich führt dazu, 
dass die y-Werte zwischen Null und 20 
liegen müssen: 


D f = {x e MI x > 0} 


0 < y <20 


4.Ergebnis 
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14. Berechnung des Wertebereichs 


14.3 Beispiel: Reelle Rationale Funktion 


14.3 Beispiel: Reelle Rationale Funktion 


Die Aufgabe 



1 .Umkehrung berechnen 


Die Lösungsidee bestand darin, dass 

Gegebene Funktion: 


der gesuchte Wertebereich gleich dem 

5x 


Definitionsbereich der Umkehrung ist. 

y x-1 

Mit Nenner multiplizieren: 


Der erste Schritt muß also lauten: 

y(x-1 ) = 5x 


Berechne die Umkehrung. 

Klammer ausmultiplizieren: 


Dazu muß man die Funktion y=f(x) 

yx-y = 5x 

> mit: D f = {x e R / x * 1} 

nach x umstellen, also x=f(y) berechnen: 

Gleichung umstellen: 
yx-5x = y 

x ausklammern: 

x (y-5) = y 

Durch Klammer dividieren: 

x = y 

y-5 \ 
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14. Berechnung des Wertebereichs 


14.3 Beispiel: Reelle Rationale Funktion 


|2.Definitionslücken der Umkehrung aus ihrem Definitionsbereich entfernen 


Im Schritt 2 werden alle y-Werte aus 
dem Definitionsbereich der Umkehrung 
entfernt, für welche die Umkehrung 
nicht definiert ist. 


Die Zahl y = 5 muß aus dem Definitionsbereich der 
Umkehrung entfernt werden, weil sonst der Nenner 
zu Null wird und somit die Umkehrung nicht definiert 


D f = {x e M I x * 1} y = 5 e D 


3.Weitere Werte aus dem Definitionsbereich der Umkehrung entfernen 


Im Schritt 3 berücksichtigt man den 
Definitionsbereich der gegebenen Funktion f: 

Alle x-Werte der Funktion f, die nicht im 
Definitionsbereich (D f ) der Funktion liegen, 
haben natürlich keine y-Werte im Bi Id bereich. 
Diese y-Werte müssen daher entfernt werden. 


4.Ergebnis 


Der Definitionsbereich der Umkehrung f 1 
ergibt sich, wenn man die im Schritt 2 und 
Schritt 3 gefundenen Werte aus M entfernt. 


Die Polstelle x=1 liegt nicht im Definitionsbereich der 
gegebenen Funktion f. Wir versuchen heraus zu finden, 
welchery-Wert zu x=1 gehört, um diesen y-Wert aus 
dem Definitionsbereich der Umkehrung zu entfernen. 
Dazu ersetzen wir (in der Umkehrung) x durch 1: 


Wir stellen die Gleichung um: 
y-5 = y 
-5 = 0 

Fazit: Es keinen y-Wert, der diese Gleichung erfüllt. 
Somit müssen wir im Schritt 3 keinen weiteren 
y-Wert aus dem Wertebereich entfernen. 


W f = D f _f = {y eR Iy * 5} 


Fiat man dann den Definitionsbereich der 
Umkehrung ermittelt, dann kennt man auch 
den gesuchten Wertebereich der Funktion f, 
den Definitionsbereich der Umkehrung f 1 
und Wertebereich von f sind identisch : 
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14. Berechnung des Wertebereichs 


14.4 Beispiel: Reelle Exponentialfunktion 


14.4 Beispiel: Reelle Exponentialfunktion 


Die Aufgabe 


Gegeben sei eine Funktion f: y = f(x) 

Gesucht sei der Wertebereich, wobei 
eine rechnerische Lösung gesucht ist. 


Im Beispiel (Bild rechts) sei die Exponentialfunktion 
gegeben : 


f: y = e x D, = M 


Gesucht ist der Wertebereich von f. 



1 .Umkehrung berechnen 


Die Lösungsidee bestand darin, dass 
der gesuchte Wertebereich gleich dem 
Definitionsbereich der Umkehrung ist. 

Der erste Schritt muß also lauten: 
Berechne die Umkehrung. 

Dazu muß man die Funktion y=f(x) 
nach x umstellen, also x=f(y) berechnen: 


y = e x D f = M 

Beide Seiten logarithmieren: 
ln(y ) = ln{e x ) 

Ln unc[ e-Funktion heben sich auf: 

ln(y) = x 

Seiten vertauschen:_ 

x = ln(y) 

Als Umkehrung erhalten wir also 
die natürliche Logarithmusfunktion. 
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14. Berechnung des Wertebereichs 


14.4 Beispiel: Reelle Exponentialfunktion 


2.Definitionslücken der Umkehrung aus ihrem Definitionsbereich entfernen 


Im Schritt 2 werden alle y-Werte aus dem 
"Definitionsbereich der Umkehrung" entfernt, 
für welche die Umkehrung nicht definiert ist. 


Aus der Schule wissen wir: Der Definitionsbereich 
der Logarithmusfunktion (d.h. der Umkehrung) ist 
gleich den positiven reellen Zahlen. Das heißt: 
Alle y, die kleiner oder gleich Null sind, sind kein 
Element der "Definitionsmenge der Umkehrung": 

ye «< 0 => D r , 


3.Weitere Werte aus dem Definitionsbereich der Umkehrung entfernen 


Im Schritt 3 berücksichtigt man den 
Definitionsbereich der gegebenen Funktion f: 

Alle x-Werte der Funktion f, die nicht im 
Definitionsbereich (D f ) der Funktion liegen, 
haben natürlich keine y-Werte im Bi Id bereich. 
Diese y-Werte müssen daher entfernt werden. 


Da in unserem Beispiel der Definitionsbereich 
von f nicht eingeschränkt ist (d.h. er ist gleich R), 
hat der Definitionsbereich von f natürlich keine 
Auswirkung auf den Definitionsbereich der 
Umkehrung. Somit entfällt in diesem Beispiel 
der Schritt 3 des Lösungsverfahrens. 


|4. Ergebnis 


Der Definitionsbereich der Umkehrung f 1 
ergibt sich, wenn man die im Schritt 2 und 
Schritt 3 gefundenen Werte aus R entfernt. 

Flat man dann den Definitionsbereich der 
Umkehrung ermittelt, dann kennt man auch 
den gesuchten Wertebereich der Funktion f, 
den Definitionsbereich der Umkehrung f“ ? 
und Wertebereich von f sind identisch : 


Im 2. Schritt hatten wir berechnet, dass alle y, 
die kleiner oder gleich Null sind, nicht zum 
Definitionsbereich der Umkehrung gehören: 

ye#< 0 => yg D f , 

Der 3. Schritt ergab keine weitere 
Einschränkung des Definitionsbereiches. 

Somit ergibt sich "Definitionsbereich der 
Umkehrung" die Menge aller positiven 
reellen Zahlen. Wie wir wissen ist dies 
dann auch der Wertebereich von f: 

W f = D f _ 1 = R >0 
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14. Berechnung des Wertebereichs 


14.5 Beispiel: Eingeschränkte Exponentialfunktion 


14.5 Beispiel: Eingeschränkte Exponentialfunktion 


Die Aufgabe 


Gegeben sei eine Funktion f: y = f(x), 
deren Definitionsbereich willkürlich 
eingeschränkt wurde. Dies wird z.B. gemacht, 
wenn die x-Achse die Zeit angibt, denn dann 
machen negative x-Werte keinen Sinn. 

Gesucht sei der Wertebereich W f , wobei 
eine rechnerische Lösung gesucht ist. 


Gegeben sei wieder die Exponentialfunktion, 
doch diesmal mit eingeschränktem Definitionsbereich. 

Der Definitionsbereich seien die nicht-negativen 
Zahlen, also die positiven Zahlen und die Null: 

f: y = e x D f = #> 0 

Gesucht ist der Wertebereich W f . 



1 .Umkehrung berechnen 


Die Lösungsidee bestand darin, dass 
der gesuchte Wertebereich gleich dem 
Definitionsbereich der Umkehrung ist. 

Der erste Schritt muß also lauten: 
Berechne die Umkehrung. 

Dazu muß man die Funktion y=f(x) 
nach x umstellen, also x=f(y) berechnen: 


Dies ist die gegebene Funktion: 
y = e x D f = {x e ffi I x > 0} 

Beide Seiten logarithmieren: 
ln(y) = ln(e x ) D f ={xsMlx>0} 

Ln unc[ e-Funktion heben sich auf: 
ln(y) = x D f = {x e M / x > 0} 

Seiten vertauscheir 
x = ln(y ) D f = {xeM/x>0} 
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14. Berechnung des Wertebereichs 


14.5 Beispiel: Eingeschränkte Exponentialfunktion 


2.Definitionslücken der Umkehrung aus ihrem Definitionsbereich entfernen 



Im Schritt 2 werden alle y-Werte aus dem 
"Definitionsbereich der Umkehrung" entfernt, 
für welche die Umkehrung nicht definiert ist. 

Im vorigen Schritt hatten wir folgende 

Umkehrung F 1 erhalten: 

x = ln(y ) D f = {x e ffl 1 x> 0} 

Die Logarithmusfunktion ist nicht definiert, 
wenn y kleiner oder gleich Null ist. Wir 
müssen also den Definitionsbereich 
der Umkehrung D f 1 einschränken: 

yeM< 0 => y$D r1 


3.Weitere Werte aus dem Definitionsbereich der Umkehrung entfernen 


Im Schritt 3 berücksichtigt man den 
Definitionsbereich der gegebenen Funktion f: 

Alle x-Werte der Funktion f, die nicht im 
Definitionsbereich ( D f ) der Funktion liegen, 
haben natürlich keine y-Werte im Bi Id bereich. 
Diese y-Werte müssen daher entfernt werden. 


Definitionsbereich von f anwenden: Laut 
Voraussetzung besteht der Definitionsbereich 
von f aus allen reellen Zahlen x für die gilt: x>0 

ln(y) = x>0 

Da wir nur die y-Werte berechnen wollen, 
brauchen wir in der Ungleichung x nicht beachten: 

ln(y ) > 0 

Eine Logarithmusfunktion ist größer oder 
gleich Null, wenn ihr Argument größer oder 
gleich 1 ist. Andersrum ausgedrückt: 

Alle y-Werte kleiner 1 gehören nicht zum 
Definitionsbereich der Umkehrung D f 1 : 

y <1 => yiD f _, 


|4. Ergebnis 


Der Definitionsbereich der Umkehrung f' 1 
ergibt sich, wenn man die im Schritt 2 und 
Schritt 3 gefundenen Werte aus R entfernt. 

Flat man dann den Definitionsbereich der 
Umkehrung ermittelt, dann kennt man auch 
den gesuchten Wertebereich der Funktion f, 
den Definitionsbereich der Umkehrung f' 1 
und Wertebereich von f sind identisch : 


Im 2.Schritt hatten wir berechnet, dass alle y, 
die kleiner oder gleich Null sind, nicht zum 
Definitionsbereich der Umkehrung gehören: 

yeÄ < 0 => yg D r , 

Im 3.Schritt hatten wir berechnet, dass alle y, 
die kleiner als die Zahl 1 sind, nicht zum 
Definitionsbereich der Umkehrung gehören: 

ysR Kl => yg D r , 

Somit ergibt sich "Definitionsbereich der Umkehrung" 
die Menge aller reellen Zahlen, die größer oder 
gleich 1 sind. Wie wir wissen ist dies dann auch 
der Wertebereich von f: 

W f = D r1 =Ä>, 
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14. Berechnung des Wertebereichs 


14.6 Beispiel: Reelle Logarithmusfunktion 


14.6 Beispiel: Reelle Logarithmusfunktion 


Die Aufgabe 


Gegeben sei eine Funktion f: y = f(x) 

Gesucht sei der Wertebereich, wobei 
eine rechnerische Lösung gesucht ist. 


Im Beispiel sei die gegebene Funktion f 
die natürliche Logarithmusfunktion. 

Ihr Definitionsbereich sind die positiven 
reellen Zahlen: 

y = In x D f = R >0 

Gesucht ist der Wertebereich von f. 



1 .Umkehrung berechnen 


Gegeben war die Logarithmusfunktion: 


Die Lösungsidee bestand darin, dass 
der gesuchte Wertebereich gleich dem 
Definitionsbereich der Umkehrung ist. 

Der erste Schritt muß also lauten: 
Berechne die Umkehrung. 

Dazu muß man die Funktion y=f(x) 
nach x umstellen, also x=f(y) berechnen: 


y = lnx D f ={xeR/x>0} 

Beide Seiten in den Exponenten erheben: 

e y = e lnx D f ={xeM/x>0} 

Logarithmus und e-Funktion heben sich auf: 

e y = x D f ={x&Rjx>0} 

Seiten vertauschen: 
x = e y D f ={xeffllx>0} 
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14. Berechnung des Wertebereichs 


14.6 Beispiel: Reelle Logarithmusfunktion 


2.Definitionslücken der Umkehrung aus ihrem Definitionsbereich entfernen 


Im Schritt 2 werden alle y- Werte aus dem 
"Definitionsbereich der Umkehrung" entfernt, 
für welche die Umkehrung nicht definiert ist. 


Im vorigen Schritt hatten wir folgende 
Umkehrung berechnet: 

x = e y D f = {x g M I x > 0} 


Die Umkehrung ist für alle y e R definiert, 
daher ist im Schritt 2 unseres Beispiels 
keine Einschränkung des "Definitions¬ 
bereich der Umkehrung" nötig. 


3.Weitere Werte aus dem Definitionsbereich der Umkehrung entfernen 


Im Schritt 3 berücksichtigt man den 
Definitionsbereich der gegebenen Funktion f: 

Alle x-Werte der Funktion f, die nicht im 
Definitionsbereich (D f ) der Funktion liegen, 
haben natürlich keine y-Werte im Bi Id bereich. 
Diese y-Werte müssen daher entfernt werden. 


Der Definitionsbereich der gegebenen 
Funktion f besteht aus allen positiven 
reellen Zahlen, d.h. alle x müssen 
größer Null sein: 

D f = {x e R / x > 0} 

Diese Bedingung aus Schritt 1 wenden wir auf 
die berechnete Umkehrung (aus Schritt 2) an: 

e y = x > 0 

Da uns nur die y-Werte interessieren, die wir 
ausschließen müssen, können wir die 
Gleichung vereinfachen: 

e y >0 

Eine Exponentialfunktion ist stets größer Null. 
Es müssen daher keine y-Werte aus dem 
"Definitionsbereich der Umkehrung" entfernt 
werden. 


4.Ergebnis 


Der Definitionsbereich der Umkehrung f 1 
ergibt sich, wenn man die im Schritt 2 und 
Schritt 3 gefundenen Werte aus M entfernt. 

Flat man dann den Definitionsbereich der 
Umkehrung ermittelt, dann kennt man auch 
den gesuchten Wertebereich der Funktion f, 
den Definitionsbereich der Umkehrung f 1 
und Wertebereich von f sind identisch : 


Da weder in Schritt 2 noch in Schritt 3 
irgendwelche Werte ermittelt wurden, 
die aus dem "Definitionsbereich der Umkehrung 
entfernt werden müssen, ist dieser gleich R, 
und somit auch der Wertebereich von f: 

W f = D, = R 
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14. Berechnung des Wertebereichs 


14.7 Wertebereich komplexer Funktionen 


14.7 Wertebereich komplexer Funktionen 

Das Verfahren im Falle einer komplexen Funktion 


Im Falle einer komplexen Funktion geht man genauso vor, wie bei einer reellen Funktion. 


Die Aufgabe 


Die gegebene Funktion f: w = f(z) ist nun eine 

Im Beispiel sei die gegebene komplexe 

komplexe Funktion. 

Funktion f die Funktion: 

Gesucht sei der Wertebereich, wobei eine 

f: w = -^—j D f = {zeC/z*/} 

Gesucht ist der Wertebereich von f. 

rechnerische Lösung gesucht ist. 


1 .Umkehrung berechnen 


Die Lösungsidee bestand darin, dass 

Gegeben war die komplexe Funktion f: 

der gesuchte Wertebereich gleich dem 

3 

Definitionsbereich der Umkehrung ist. 

w = - 

z — 1 

Der erste Schritt muß also lauten: 

Berechne die Umkehrung. 

Gleichung mit dem Nenner multiplizieren: 

w(z-1 ) = 3 

Wir dividieren durch w: 

Dazu muß man die Funktion w=f(z) 
nach z umstellen, also z=f(w) berechnen: 

z-1=* 

w 


Wir addieren auf beiden Seiten 1: 


z = — +1 
w 


2.Definitionslücken der Umkehrung aus ihrem Definitionsbereich entfernen 


Im Schritt 2 werden alle w-Werte aus dem 
"Definitionsbereich der Umkehrung" entfernt, 
für welche die Umkehrung nicht definiert ist. 


Im vorigen Schritt hatten wir folgende 
Umkehrung berechnet: 



w 


Die Umkehrung fürw = 0 nicht definiert, da fürw = 0 
der Nenner zu Null wird. Daher müssen wir w = 0 aus 
dem "Definitionsbereich der Umkehrung" ausschließen: 


0 * D r , 
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14. Berechnung des Wertebereichs 


14.7 Wertebereich komplexer Funktionen 


|3.Weitere Werte aus dem Definitionsbereich der Umkehrung entfernen 


Im Schritt 3 berücksichtigt man den 
Definitionsbereich der gegebenen Funktion f: 

Alle z- Werte der Funktion f, die nicht im 
Definitionsbereich (D f ) der Funktion liegen, 
haben natürlich keine w- Werte im Bildbereich. 
Diese w-Werte müssen daher entfernt werden. 


Die berechnete Umkehrung lautete: 

z = l + 1 

w 

Außerdem bestand der Definitionsbereich 
der gegebenen Funktion f aus allen 
komplexen Zahlen aber ohne der "1 

D f = {z e C / z * 7} 

Nun wollen wir aus dem "Definitionsbereich 
der Umkehrung" die Funktionswerte w 
ausschließen, die sicher ergeben wenn z=1. 

Also ersetzen wir z in der Umkehrung durch 1: 

w 

Wir lösen diese Gleichung, indem wir 1 subtrahieren: 

0 = 1 
w 

Diese Gleichung ist stets unwahr, also gibt es kein w, 
welches wir im Schritt 3 aus dem "Definitionsbereich 
der Umkehrung" ausschließen müssen. 


4.Ergebnis 


Der Definitionsbereich der Umkehrung f' 1 
ergibt sich, wenn man die im Schritt 2 und 
Schritt 3 gefundenen Werte aus C entfernt. 


Im Schritt 3 haben wir keine Werte aus dem 
"Definitionsbereich der Umkehrung" ausgeschlossen, 
aber im Schritt 2 haben wir die "0" ausgeschlossen: 


Hat man dann den Definitionsbereich der 
Umkehrung ermittelt, dann kennt man auch 
den gesuchten Wertebereich der Funktion f, 
den Definitionsbereich der Umkehrung f' 1 
und Wertebereich von f sind identisch : 


Da der "Definitionsbereich der Umkehrung" gleich 
dem gesuchten Wertebereich von f ist, erhalten 
wir als Lösung: 


W f = D f _f = C I {0} 
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14. Berechnung des Wertebereichs 


14.8 Beispiel 1 


14.8 Beispiel 1 


Die Aufgabe 


Die gegebene Funktion f: w = f(z) ist nun eine 
komplexe Funktion. 

Gesucht sei der Wertebereich, wobei eine 
rechnerische Lösung gesucht ist. 


Im Beispiel sei die gegebene komplexe 
Funktion f die Funktion: 

f: w = —+3 D f ={zeClz*0} 

Gesucht ist der Wertebereich von f. 


1 .Umkehrung berechnen 


Die Lösungsidee bestand darin, dass 

Gegeben war die komplexe Funktion f: 

der gesuchte Wertebereich gleich dem 
Definitionsbereich der Umkehrung ist. 

2 

W = — +3 Df = {z e C / Z * 0} 

Der erste Schritt muß also lauten: 

Gleichung mit dem Nenner multiplizieren: 

2 

Berechne die Umkehrung. 

w-3 = — 
z 

Dazu muß man die Funktion w=f(z) 

Gleichung mit z multiplizieren: 

nach z umstellen, also z=f(w) berechnen: 

(w-3)z = 2 


Wir addieren auf beiden Seiten 1: 


2 

z =- 

w-3 


2.Definitionslücken der Umkehrung aus ihrem Definitionsbereich entfernen 


Im Schritt 2 werden alle w-Werte aus dem 

Im vorigen Schritt hatten wir folgende 

"Definitionsbereich der Umkehrung" entfernt, 
für welche die Umkehrung nicht definiert ist. 

Umkehrung berechnet: 


2 

z =- 


w-3 


Die Umkehrung fürw = 3 nicht definiert, 
da fürw = 3 der Nenner zu Null wird. 

Daher müssen wir w = 3 aus dem 
"Definitionsbereich der Umkehrung" 
ausschließen: 


3 * D f _f 
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14. Berechnung des Wertebereichs 


14.8 Beispiel 1 


3.Weitere Werte aus dem Definitionsbereich der Umkehrung entfernen 


Im Schritt 3 berücksichtigt man den 
Definitionsbereich der gegebenen Funktion f: 

Alle z-Werte der Funktion f, die nicht im 
Definitionsbereich (D f ) der Funktion liegen, 
haben natürlich keine w-Werte im Bildbereich. 
Diese w-Werte müssen daher entfernt werden. 


Die berechnete Umkehrung lautete: 

2 

z = - 

w-3 

Außerdem bestand der Definitionsbereich 
der gegebenen Funktion f aus allen 
komplexen Zahlen aber ohne der "0": 

D f = {z eC I z 0} 

Nun wollen wir aus dem "Definitionsbereich 
der Umkehrung" die Funktionswerte w 
ausschließen, die sicher ergeben wenn z = 0. 
Also ersetzen wir z in der Umkehrung durch 0: 


w-3 

Der Bruch kann nicht zu Null werden, denn 
dazu müßte der Zähler Null sein. Folglich ist 
diese Gleichung stets unwahr, und es gibt 
kein w, welches wir im Schritt 3 aus dem 
"Definitionsbereich der Umkehrung" 
ausschließen müssen. 


4.Ergebnis 


Der Definitionsbereich der Umkehrung f' 1 
ergibt sich, wenn man die im Schritt 2 und 
Schritt 3 gefundenen Werte aus C entfernt. 

Fiat man dann den Definitionsbereich der 
Umkehrung ermittelt, dann kennt man auch 
den gesuchten Wertebereich der Funktion f, 
den Definitionsbereich der Umkehrung f _1 
und Wertebereich von f sind identisch : 


Im Schritt 3 haben wir keine Werte aus dem 
"Definitionsbereich der Umkehrung" ausgeschlossen, 
aber im Schritt 2 haben wir die "3" ausgeschlossen: 

Da der "Definitionsbereich der Umkehrung" gleich 
dem gesuchten Wertebereich von f ist, erhalten 
wir als Lösung: 

W f = D f _ 1 = CI {3} 
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14. Berechnung des Wertebereichs 


14.9 Beispiel 2 


14.9 Beispiel 2 


Die Aufgabe 


Die gegebene Funktion f: w = f(z) ist nun eine 
komplexe Funktion. 

Gesucht sei der Wertebereich, wobei eine 
rechnerische Lösung gesucht ist. 


Im Beispiel sei die gegebene komplexe 
Funktion f die folgende Funktion: 

f: w = - D, = zeC z// 

z-i 

Gesucht ist der Wertebereich von f. 


1 .Umkehrung berechnen 


Die Lösungsidee bestand darin, dass 
der gesuchte Wertebereich gleich dem 
Definitionsbereich der Umkehrung ist. 

Der erste Schritt muß also lauten: 
Berechne die Umkehrung. 

Dazu muß man die Funktion w=f(z) 
nach z umstellen, also z=f(w) berechnen: 


Gegeben war die komplexe Funktion f: 
w _ 7zj\^21~ D f = {z<= CI z* i} 

Gleichung mit dem Nenner multiplizieren: 
wz-wi = 7z + 21 

Alle Terme mit z auf linke Seite bringen: 
wz-7z= wi + 21 

Linke Seite: z ausklammern: 
z{w-7) = wi + 21 

Gleichung durch Klammer dividieren: 

wi + 21 

z = - 

w-7 


2.Definitionslücken der Umkehrung aus ihrem Definitionsbereich entfernen 


Im Schritt 2 werden alle w-Werte aus dem 
"Definitionsbereich der Umkehrung" entfernt, 
für welche die Umkehrung nicht definiert ist. 

Im vorigen Schritt hatten wir folgende 

Umkehrung berechnet: 

wi + 21 

z = - 

w-7 

Die Umkehrung fürw = 7 nicht definiert, 
da fürw = 7 der Nenner zu Null wird. 

Daher müssen wir w = 7 aus dem 
"Definitionsbereich der Umkehrung" 
ausschließen: 


7*D r , 
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14. Berechnung des Wertebereichs 


14.9 Beispiel 2 


3.Weitere Werte aus dem Definitionsbereich der Umkehrung entfernen 


Im Schritt 3 berücksichtigt man den 
Definitionsbereich der gegebenen Funktion f: 

Alle z-Werte der Funktion f, die nicht im 
Definitionsbereich (D f ) der Funktion liegen, 
haben natürlich keine w-Werte im Bildbereich. 
Diese w-Werte müssen daher entfernt werden. 


Die berechnete Umkehrung lautete: 

wi + 21 

z =- 

w-7 

Außerdem bestand der Definitionsbereich 
der gegebenen Funktion f aus allen 
komplexen Zahlen aber ohne "i": 

D f = {z e C / z + /'} 

Nun wollen wir aus dem "Definitionsbereich 
der Umkehrung" die Funktionswerte w 
ausschließen, die sicher ergeben wenn z = /'. 
Also ersetzen wir z in der Umkehrung durch i: 

wi + 21 

i = - 

w-7 

Wir versuchen die Gleichung nach w 
umzustellen. Wir beginnen, indem wir 
mit dem Nenner multiplizieren: 

wi - 7i = wi + 21 

Auf beiden Seiten wi subtrahieren: 

-7i = 21 

Diese Gleichung ist stets unwahr, und 
daher müssen wir im Schritt 3 keine 
Zahlen w aus dem "Definitionsbereich 
der Umkehrung" ausschließen. 


|4. Ergebnis 


Der Definitionsbereich der Umkehrung f' 1 
ergibt sich, wenn man die im Schritt 2 und 
Schritt 3 gefundenen Werte aus C entfernt. 

Fiat man dann den Definitionsbereich der 
Umkehrung ermittelt, dann kennt man auch 
den gesuchten Wertebereich der Funktion f, 
den Definitionsbereich der Umkehrung f _1 
und Wertebereich von f sind identisch : 


Im Schritt 3 haben wir keine Werte aus dem 
"Definitionsbereich der Umkehrung" ausgeschlossen, 
aber im Schritt 2 haben wir die "7" ausgeschlossen: 

Da der "Definitionsbereich der Umkehrung" gleich 
dem gesuchten Wertebereich von f ist, erhalten 
wir als Lösung: 

W f = D r , = C 1 { 7} 
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15. Die komplexe Exponentialfunktion 


15.1 Definition der komplexen Exponentialfunktion 


15.1 Definition der komplexen Exponentialfunktion 


Herleitung 


Wir wollen nun die komplexe Exponentialfunktion einführen, also eine 
Exponentialfunktion, deren Exponent eine komplexe Zahl z=x+iy ist: 


w = e z 


= e x+iy 



Wir beginnen unsere Überlegungen folgendermaßen: Die Definition der komplexen 
Exponentialfunktion soll der Definition der reellen Exponentialfunktion nicht 
widersprechen. Außerdem gilt für die reelle Exponentialfunktion das folgende 
wichtige Gesetz: 

e *r+* 2 = e *r . e * 2 | ( 2 ) 


Dieses Gesetz soll auch für komplexe Exponenten z gültig bleiben: 


e z 7+ z 2 = e z 7 . e z 2 



Falls diese Beziehung besteht (was wir noch beweisen müssen), dann müßte diese 
Beziehung auch für den Sonderfall von Gleichung (3) bestehen, bei dem der eine 
Exponent reell und der andere rein-imaginär ist: 


e x+iy = e x • e iy 



Laut Gleichung 1 entspricht die linke Seite e z . Wir erhalten die Definition der 
komplexen Exponentialfunktion e z : 

(5) 


e z = e x ■ e iy mit: z= x+ iy 


Meist wendet man aber noch die Eulersche Formel an e iy =cos(y)+i-sin(y) 
und erhält die endgültige Definition der komplexen Exponentialfunktion : 


( 6 ) 


e z = e x ■ [cos(y) + / • s/7i(y)] mit: z= x + iy 


|Was haben wir bis jetzt erreicht? 


Wir haben gefordert, dass das das fundamentale Gesetz e z+w =e z -e w auch für die 
komplexe Exponentialfunktion gültig bleibt, und sind dadurch zu einer Definition der 
komplexen Exponentialfunktion gelangt. Wir müssen aber noch beweisen, dass unter 
dieser „Definition der Exponentialfunktion“ das Gesetz e z+w =e z -e w auch tatsächlich gültig 
bleibt. Den Beweis findet man auf der nächsten Seite. 

Außerdem müssen wir noch prüfen, ob diese Definition nicht der Definition der 
reellen Exponentialfunktion widerspricht (Beweis auf übernächster Seite). 


94 














15. Die komplexe Exponentialfunktion 


15.1 Definition der komplexen Exponentialfunktion 


Beweis der Identität 


Gegeben seien zwei komplexe Zahlen: 

///////////////////////////////. 

Sei z 1 = x 1 + iy 1 und z 2 = x 2 + iy 2 

////////////////////////////// / 

Nun wenden wir die Definition der komplexen Exponentialfunktion an: 
e Z/ • e Z2 = e Xl ( cos y-j + i ■ sin y 1 ) • e X2 ( cos y 2 + i ■ sin y 2 ) 

Auf der rechten Seite die Faktoren umstellen (d.h.Kommutativgesetz anwenden): 


e z? • e Z2 = e Xl ■ e X2 ( cosy-, + i ■ siny 1 ) • (cosy 2 + / • siny 2 ) 


Klammem ausmultiplizieren und dabei i 2 = -1 beachten: 

e Zl ■ e Z2 = e Xl ■ e X2 ■ [ cos y 1 ■ cos y 2 - sin y 1 sin y 2 + i ■ sin y 1 cos y 2 + i ■ cos y 1 sin y 2 ] 

Aus den letzten beiden Summanden i ausklammern: 



e z? • e Z2 = e Xl ■ e X2 ■ \_cosy 1 ■ cos y 2 - siny 1 siny 2 + i(siny 1 cosy 2 

+ cos y 1 sin y 2 )J 



Jetzt wenden wir die reellen Additionstheoreme für Sinus und Kosinus an: 

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ //////////////////////////////////, 

cos(a + b) = cosa■ cosb-sina-sinb unc | sin(a + b) = sina■ cosb+ cosa■ sinb 

/\ \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ \ \\\\\\ / ?///////////////////////////////// // 

Wir erhalten dadurch: 

e z? • e Z2 = e Xl ■ e X2 ■ \_cos(y 1 + y 2 ) + i • sin(y 1 + y 2 )J 

Wir wenden das „reelle“ Potenzgesetz an auf die „reellen“ e-Funktionen an: 

e Zl ■ e Z2 = e Xl+X2 ■ [cosiy-f +y 2 ) + i■ sin(y 1 + y 2 )] 

Die Definition der komplexen Exponentialfunktion lautet: 
e z = e x+iy = e x [cos(y)+i-sin(y) ] . Wir wenden diese Definition an: 

e ?i . qZ 2 = e x ) +x 2 +/(y ) +y 2 ) 

Den Exponenten ausmultiplizieren und umordnen: 

qZi . qZ 2 _ e (x,+/y,)+(x 2 +/y 2 ) 

Am Beginn des Beweises definierten wir: 

Sei z 1 = x 1 + iy 1 und z 2 = x 2 + iy 2 i 

Daher erhalten wir das gewünschte Gesetz: 

e Zl ■ e Z2 = e Zl+Zs 
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15. Die komplexe Exponentialfunktion 


15.1 Definition der komplexen Exponentialfunktion 


Beweis: Definition widerspricht nicht der reellen Definition 


Wir haben die komplexe Exponentialfunktion folgenderma ßen definiert: 
e z = e x ■ [cos(y ) + / • sin(y )] mit: z= x+ iy 

Mun müssen wir zeigen, dass die Definition nicht der Definition der reellen 
Exponentialfunktion widerspricht, d.h. die reelle Exponentialfunktion muß ein Sonderfall 
der komplexen Exponentialfunktion sein. 

3azu nehmen wir an, dass z eine re elle Zahl ist. Dann ist y=0: 
e z = e x ■ [cos(O) + / • sin(O)] 

Vereinfachen: _ 

e z = e x _ wenn: z=reel[ 

Wir sehen, dass die reelle Exponentialfunktion tatsächlich ein Sonderfall der komplexen 
Exponentialfunktion ist. 
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15. Die komplexe Exponentialfunktion 


15.2 Identitäten für die komplexe Exponentialfunktion 


15.2 Identitäten für die komplexe Exponentialfunktion 


Für die komplexe Exponentialfunktion gelten folgende Identitäten (Sätze), wobei wir 
die erste Identität bereits kennenqelernt und bewiesen haben: 



Anmerkungen: 

(3) gilt nur noch, wenn der äußere Exponent eine ganze Zahl ist. 

Bei der reellen Exponentialfunktion durfte der äußere Exponent reell sein. 

(4) ist eine andere Schreibweise für die Formel von de Moivre 
Dabei gilt: (4) folgt aus (1) 

(9) Satz 9 beschreibt, dass die komplexe Exponentialfunktion periodisch ist, 
und zwar in Richtung der imaginären Achse mit einer Periode von 27T. 
Wir werden uns später damit beschäftigen, wie sowas aussieht. 
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15. Die komplexe Exponentialfunktion 


15.2 Identitäten für die komplexe Exponentialfunktion 


Beweis der Identität 2 


Gegeben seien zwei komplexe Zahlen: 

///////////////////////////////. 

Sei z 1 = x 1 + iy 1 und z 2 = x 2 + iy 2 

///////////////////////////////.'■' 

Zuerst wenden wir die Definition der komplexen Exponentialfunktion an: 

e Zl e Xl (cos y 1 + i ■ sin y 1 ) 
e Z2 e X2 (cos y 2 + i ■ sin y 2 ) 

Wir wenden das „ree//e“ Potenzges etz an auf die „reellen“ e-Funktionen an: 

= e x ? -x 2 . (cosyT + i siny^ 

e Z2 (cos y 2 + i • sin y 2 ) 

Wir erweiternden Bruch mit dem konjugiert Komplexen des Nenners: 
e z? = e x ? -x 2 (cosy ? + / • siny 1 )• (cos y 2 -i-siny 2 ) 
e Z2 (cosy 2 + i ■ siny 2 ) • (cosy 2 - i ■ siny 2 ) 

Menner ausmultiplizieren (oder 3.Binom anwenden): 

= eXl _ X2 ( cosy-f + i- siny 1 ) • ( cos y 2 - / • sin y 2 ) 

e Z2 (cos y 2 ) 2 - (/ • sin y 2 ) 2 

m Nenner ein Potengesetz anwenden und i 2 =-1 beac hten 
e^_ = eXl _ X2 (cos y-f + i- sin y 7 ) • (cos y 2 - / • sin y 2 ) 

e Z2 (cos y 2 ) 2 + (sin y 2 ) 2 

m Nenner den reellen trigonometrischen Pythagoras anwenden: 
e Zl _„ Xl -x? (cosy 1 + i siny 1 ) (cosy 2 -i siny 2 ) 

_ rr _ l _I 

Kammern ausmultiplizieren und dabei i 2 = -1 beachten: _ 

e Zi 

—— = e Xl X2 ■ [cosy 7 • cosy 2 + siny 1 siny 2 + i■ siny 1 cosy 2 -i■ cosy 1 siny 2 ] 


Aus den letzten beiden Summanden i ausklammern: _ 

e z i 

—— = e Xl ~ X2 ■ [cos y-, ■ cos y 2 + siny 1 siny 2 + i ■ ( siny 1 cos y 2 - cos y 7 sin y 2 )] 


Jetzt wenden wir die reellen Additionstheoreme für Sinus und Kosinus an: 

^ cos(a±b)= cosa■ cosb+sina■ sinb unc i ^ sin(a±b) = sina■ cosb±cosa■ sinb( 
Wir erhalten dadurch: 
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15. Die komplexe Exponentialfunktion 

15.2 Identitäten für die komplexe Exponentialfunktion 

Eulersche Formel anwenden: 



e x i~ x 2. e '(yi-y2 ) 


Die bereits bewiesene Identität 1 anwenden: 

e^_ _ X 1 -x 2 +i(y 1 -y 2 ) 

e ? 2 ~ e I 

Den Exponenten ausmultiplizieren und umordnen: 

e^_ _ (x 1 +iy 1 )-(x 2 +iy 2 ) 

le±_ I 

Am Beginn des Beweises definierten wir: 

Sei z 1 = x 1 + iy 1 und z 2 = x 2 + iy 2 

Daher erhalten wir das gewünschte Gesetz: 



Beweis der Identität 3 


Gegeben seien zwei komplexe Zahlen: 

/////////////// 

'■ Sei z= x+ iy > 

//////////////.\ 

Wir wollen folgenden Satz beweisen: 

(e z ) n = e zn mit: rieZ 

Zuerst wenden wir die Definition der komplexen Exponentialfunktion an: 
( e z ) n = \_e x (cos y + i ■ siny)~\ n 
Mun wenden wir ein Potenzgese tz an: 

( e z )” = e nx ( cos ny + i■ sin ny ) 

Jetzt benutzen wir den Satz von de Moivre: 

(e z ) n = e nx • e my 

Wir benutzen die bereits bewiesene Identität (1): 

(e z ) n = e nx+iny 

m Exponenten d en Faktor n ausklammern: 

(e z ) n ^ 

Am Beginn des Beweises definierten wir: 

{Sei z= x+ iy { 

Daher erhalten wir das gewünschte Gesetz: 

(e z ) n = e zn ne Z 


99 





















15. Die komplexe Exponentialfunktion 


15.2 Identitäten für die komplexe Exponentialfunktion 


Beweis der Identität 4 


Wir wollen folgenden Satz beweisen, der eigentlich nur ein Sonderfall des vorigen 
Satzes ist, und eigentlich nicht bewi esen werden müßte: 

ie' 9 )" = e' 9 " <geR ne Z 

Die Klammer auf der linken S eite tritt n-mal auf: 

(e' 9 )" = e ' 9 -e ' 9 e ' 9 

' S V ^ 

n-Faktoren 

Wir wenden Satz 1 an: 

n-Summanden 
(e i( ?) n - e i<p+i<p+i<p+-+i<p 

Wir klammern im Exponenten icp aus: 

n -Summande n 

( e i<p ) n ~ e i(p ^ 1+1+ - + ^ - e i(pn 


Beweis der Identität 5 


Wir beginnen m it dem bereits bewiesenen Satz (2): 

e z i 

— = e Zl ~ Z2 
e Z2 


Jetzt wähen wir zi=Z2 und erhalten das gewünschte Ergebnis: 
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15. Die komplexe Exponentialfunktion 


15.2 Identitäten für die komplexe Exponentialfunktion 


Beweis der Identität 6 


Wir wollen folgenden Satz beweisen : 

e z = e Rez mit: z = x + iy 

Wir wenden zunächst die Definit ion der komplexen Exponentialfunktion an: 

\e z \ = e x ■ (cos y + i sin y)\ 

Ein Gesetz für Beträge anwen den: 

e z \ = |e x |-|cosy + /s/>7y| 

Die Formel für den Betrag einer komplexen Zahl gehört zum Grundwissen über 
komplexe Zahlen. Die Formel lautet: 



i[Re(z)f + [!m(z)f 


Wir wenden die Formel an und erhalten: 



Da die reelle Exponentialfunktion stets positiv ist, sind die Betragszeichen unnötig. Der 
Radikand e ntspricht dem trigonometrischen Pythagoras und ist somit gleich 1: 

|e z | - e x 

Weil x laut Vora ussetzung Re(z) ist, erhalten wir den gewünschten Satz: 

|e*| = e Re<z> 
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15. Die komplexe Exponentialfunktion 


15.2 Identitäten für die komplexe Exponentialfunktion 


Beweis der Identität 7 


Wir wolle n beweisen, dass die komplexe Exponentialfunktion nie : 

~e z * o\ 


Wir wenden die Definition der 

e z = e x (cosy + i ■ siny ) 


komplexen Exponentialfunktion an: 


Auf der rechten Seite steht die Exponentialform einer komplexen Zahl, wobei e x 
der Betrag ist. Da e x die relle Exponentialfunktion darstellt, die bekanntlich nie Null wird, 
ist der Betrag von e z nie gleich Null und somit auch nicht e z . 


Beweis der Identität 8 


Wir wollen f olgenden Satz beweisen: 


e 


Nach dem schon bewiesenen Satz 1 gilt: 

e z ■ e~ z = e z+(_z) = e zz = e° 


Nun wenden wir den schon bewiesenen Satz 5 an: e° =1 

e z -e~ z = 1 



Wir dividieren die Gleichung durch e z und erhalten die gewünschte Formel. 
Die Division durch e z ist übrigens deshalb erlaubt, weil wir bereits bewiesen 
haben (im S atz 7), dass e z nie Null wird: 



Beweis der Identität 9 


Wir wollen folg enden Satz beweisen: 


e z = e z + 2xi 


Wir beginnen mit: 

e z = e z • 1 


Wir ersetzen die 1 = cos(0)+0 = cos(0)+i-sin(0) = e i0 = e ,2ic : 

e z = e z ■ e 2m 


Wir wenden Satz 1 an und erhalten den Satz, den wir beweisen wollten 

e z = e z+2M 
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15. Die komplexe Exponentialfunktion 


15.3 Aufgabe: Finde den Fehler 


15.3 Aufgabe: Finde den Fehler 

Aufgabe _ 


Im folgenden Beweis ist ein Fehler. Die benutzten Sätze sind unter den Beweis 
aufgeführt: 


qK _ q(-1)(-1)x 

= e { ~ iy ' 2n = (e _/7r )' = ( e ~ i7r+27ri )' = (e^O' = = e~* 

Folgende Sätze wurden verwendet: 


Vorzeichenregel 

r=-i 

Definition der imaginären Einheit 

e z = e z*2*i 

<— Periodizität der komplexen Exponentialfunktion 


<- Potenzgesetz 


Lösung 


Im Beweis wurden einige Sätze verwendet. Einer dieser Sätze, nämlich der letzte, ist nur dann 
gültig, wenn der äußere Exponent eine ganze Zahl ist, nicht jedoch, wenn er eine komplexe Zahl 
ist. 
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16. Logarithmusfunktion 


16.0 Was werden wir lernen? 


16. Logarithmusfunktion 

16.0 Was werden wir lernen? 


Als wir die komplexen Wurzeln kennengelernt haben, waren wir überrascht, denn im 
Komplexen hat die n-te Wurzel auch n Lösungen. Beim komplexen Logarithmus ist die 
Sache noch überraschender, denn der komplexe Logarithmus hat unendlich viele 
Lösungen. 

Das Kapitel besteht aus folgenden Unterkapiteln: 

1. Erklärung der Lösungsformel 

2. Beispiele 

3. Beweis der Lösungsformel 

4. Logarithmen aus negativen Zahlen 

5. Logarithmusgesetze 

6. Der Logarithmus als Umkehrfunktion 

7. Raum für eigene Ergänzungen 


104 






16. Logarithmusfunktion 


16.1 Lösungsformel 


16.1 Lösungsformel 


Der Logarithmus aus einer komplexen Zahl z wird folgendermaßen bestimmt: Den 

Realteil des Logarithmus erhält man, indem man den reellen Logarithmus aus dem 

Betrag von z zieht. Der Imaginärteil des Logarithmus ist das Argumentes plus dem 

k-fachen (keZ) von 2n . 

Inz= ln\z\ + i((p + 27T'k) = ln\z\ + iarg(z) 

Dabei ist In |z| der Realteil der Lösung und (<p+27r-k) der Imaginärteil. 

Anmerkungen: 

■ Der komplexe Logarithmus ist für C\{0} definiert. 

Grund: Die Null muß ausgeschlossen werden, weil sonst in der Lösungsformel (vorige 
Seite, linke Spalte) ein nicht definierter Ausdruck entsteht, denn dort muß man den 
Logarithmus aus dem (reellen) Betrag ziehen, und der ist für Null nicht definiert. 

■ Die Logarithmusgesetze sind im Komplexen gültig, aber nicht in der üblichen Weise. 

■ Wir sehen, dass eine komplexe Zahl z unendlich viele Logarithmen hat, die sich 
nur im Imaginärteil unterscheiden (siehe Bild). Genau einen dieser unendlich vielen 
Logarithmen nennt man den „Hauptwert“ des Logarithmus, der durch Log bezeichnet 
wird, d.h. der Buchstabe L wird groß geschrieben. Den Hauptwert erhält man, wenn man 
für k die Null einsetzt. 

■ Logarithmen aus reellen Zahlen sind ein Sonderfall der Logarithmen aus komplexen 
Zahlen. Dies sagt uns die Formel der vorigen Seite. 

■ Anders als bei reellen Logarithmen kann man komplexe Logarithmen auch 
aus negativen Zahlen ziehen, z.B. In(—1). Ein Beispiel folgt später. 
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16. Logarithmusfunktion 


16.2 Beispiele 


16.2 Beispiele 

Beispiel 1 _ 


Gesucht 

Gesucht ist ln(-1+i). 

Lösungsweg: 

Die LosUngsformel haben wir auf der vorigen Seite hergeleitet: 
lnz= ln\z\ + i(<p + 27 r- k) 

In diese Lösungsformel müssen wir den Betrag von z und 
den Winkel cp einsetzen. Dazu müssen wir die beiden 
Werte zuerst aus der Normalform berechnen. 

Berechnung von |z| ; 

Die Formel für die Berechnung des Betrages einer 
komp lexen Zah[ kennen w ir bereits: 

|z| = >/[fle(z)] 2 + [/m(z)] 2 =a/(-7) 2 + T 2 =42 


Bestimmung des Winkels rp: 

Den Wert des Winkels <p kann man sich überlegen, 
indem man sich die gegebene komplexe Zahl 
bildlich in der Gauß'schen Ebene vorstellt: rp = ^n 


Lösung: 

Th die rösungsformel 

lnz= ln\z\ + i((p + 2n • k) 

tragen wir den Betrag und den Winkel ein, 

die wir berechnet haben, und erhalten die Lösung: 

Inz=ln42 + i(^7i + 27r-k)^ q i 346^i(2 1 356 + 27r : k) 
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16. Logarithmusfunktion 


16.2 Beispiele 


Beispiel 2 


Gesucht 

Gesucht ist In {-in). 

Lösungsweg: 

Die LosUngsformel haben wir auf der vorigen Seite hergeleitet: 
lnz= ln\z\ + i(<p + 2n- k) 

In diese Lösungsformel müssen wir den Betrag von z und 
den Winkel <p einsetzen. Dazu müssen wir die beiden 
Werte zuerst aus der Normalform berechnen. 

Berechnung von \z\: 

DJe Formel für die Berechnung des Betrages einer 
komp lexen Zah[ kennen w ir bereits: 

|z| = ^j[Reiz)f^\jm{zjf = 4ü 2 + ~k 2 = n 

Bestimmung des Winkels cp: 

Den Wert des Winkels cp kann man sich überlegen, 
indem man sich die gegebene komplexe Zahl 
bildlich in der Gauß'schen Ebene vorstellt: cp = 

Lösung: 

Th die Lösungsformel 

lnz= ln\z\ + i{(p + 2n ■ k) 

tragen wir den Betrag und den Winkel ein, 

die wir berechnet haben, und erhalten die Lösung: 

In z = In7T + i(-j;7r + 2n • k^j « 1,14 + i(-1,57 + 2n • k) 
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16. Logarithmusfunktion 


16.3 Herleitung der Lösungsformel 


16.3 Herleitung der Lösungsformel 


Zunächst wollen wir uns überlegen, wie man den Logarithmus einer komplexen 
Zahl z=a+bi berechnet. Auf der linken Seite wird das Verfahren erklärt, auf der 
rechten Seite wird gleichzeitig ein Beispiel berechnet: 


Lösungsweg 

Beispiel 

Gesucht ist der natürliche Logarithmus 
einer komplexen Zahl z, die in Normalform 
gegeben ist: ln(z) = In (a+bi) 

ln(z) = ln(6+8i) 

Zunächst müssen wir die 
komplexe Zahl in die 

Exponentialform umwandeln: 

ln(z) = ln(\z\ ■ e i<p ) 

ln{z) = ln[lO-e i0 ’ 6435 ] 

Zum Winkel cp dürfen wir auch das k-fache 
des Winkels 2n addieren (mit k e Z), da 
sich die komplexe Zahl dadurch nicht 
ändert (die Darstellung in der Gauß'schen 
Ebene bleibt nämlich gleich): 

ln(z) = ln[_\z\ . e ,(<3+27r ' /c) ] 

In(z) = ln[l0-e 1 {0 - 6435+2 ^ ] 

Wir schreiben \z\ als 

Potenz zur Basis e: 

ln(z) = ln[e HA -e ,up+27lk) ] 

ln(z) = ln[e ln( 10) -e /,( 0ß435+27lkt i ] 

Wir wenden das folgende 

Gesetz an: e n ■ e m = e n+m 

lnz = ln[e lnld+i{,p+2 ’ rk) ] 

ln(z) = l n [d n (10fri(0j6435+2xl c)] 

Auf der rechten Seite heben sich 
Logarithmusfunktion und e-Funktion 
gegenseitig auf, da die Funktionen 
Umkehrfunktionen zueinander sind. 

Wir erhalten die gesuchte Lösung: 

ln(z) = ln(10) + i(0,6435 + 2rrk) 

Realteil Imaginärteil 

ln{z ) * 2.30+i(0,6435 + 2nk) 

Inz = ln\z\ + i((p + 2n-k) 

Dabei ist ln\z\ der Realteil der Lösung 
und (cp + 2n ■ k) der Imaginärteil. 
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16. Logarithmusfunktion 


16.3 Herleitung der Lösungsformel 


Grafische Darstellung der Lösung: 

Das Bild zeigt die gegebene komplexe Zahl z=8+6i und drei ihrer unendlich vielen 
Logarithmen, nämlich den Hauptwert (kurzer Pfeil) und zwei Nebenwerte: 
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16. Logarithmusfunktion 


16.4 Logarithmen aus negativen Zahlen 


16.4 Logarithmen aus negativen Zahlen 

Einführendes Beispiel _ 


Wir wollen den Logarithmus aus einer negativen Zahl ziehen. 
Innerhalb der reellen Zahlen ist dies nicht möglich, da Logarithmen 
nur für positive Zahlen definiert sind, doch innerhalb der komplexen 
Zahlen ist das Logarithmieren einer negativen Zahl möglich. 

Als Beispiel wollen wir den Logarithmus aus -88 ziehen, 
wobei wir nur den Hauptwert berechnen wollen: 

lnj-88) = w 

Stellt man sich die Zahl -88 in der Gauß 'sehen Ebene vor, 
so erkennt man sofort: Der Winkel von w ist gleich n. 

Wir benutzen die Lösungsformel, die wir hergeleitet haben, 
d.h. der Logarithmus des Betrages ist der Realteil der Lösung 
und der Winkel n ist der Imaginärteil der Lösung: 

w = ln\-88\ + i-;r 


Rechnet man die rechte Seite aus, so erhält man als Lösung: 
w « 4,477+i-71 


Weiteres Beispiel 


Gesucht ist der (komplexe) Logarithmus aus -1, 
wobei wir nur den Hauptwert berechnen wollen. 

lnj-1) = w 

Stellt man sich die Zahl-1 in der Gauß'sehen Ebene vor, 
so erkennt man sofort: Der Winkel von w ist gleich n. 

Wir benutzen die Lösungsformel, die wir hergeleitet haben, 
d.h. der Logarithmus des Betrages ist der Realteil der Lösung 
und der Winkel n ist der Imaginärteil der Lösung: 

w = /r? |— y| + / -n 

Da der Logarithmus aus 1 gleich Null ist, erhalten wir als Lösung: 
w= i-n 
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16. Logarithmusfunktion 


16.5 Logarithmusgesetze und Mehrwertigkeit 


16.5 Logarithmusgesetze und Mehrwertigkeit 

Begriffsdefinition: Mehrwertige Funktion _ 


Die komplexe Exponentialfunktion ist periodisch, wie wir im nächsten Band sehen werden. 
Dies hat zur Folge, das die sogenannte "komplexe Logarithmusfunktion" eigentlich 
keine Funktion mehr ist, sondern eine Relation. 

Anstatt nun aber den Begriff "Logarithmusrelation" zu benutzen, hat sich der 
Begriff "mehrwertige Logarithmusfunktion" oder "mehrdeutige Logarithmusfunktion" 
eingebürgert. Wir werden diese Sprachkonvention übernehmen. 


Logarithmusgesetze für mehrwertig definierte Logarithmen 


Die Logarithmusgesetze gelten auch für Logarithmen aus komplexen Zahlen, 
aber nicht im üblichen Sinn. Dies wollen wir nun erklären: 

Wir haben bereits gesehen, dass Logarithmen im Komplexen nicht eindeutig sind, 
sondern der Logarithmus einer komplexen Zahl besitzt unendlich viele Werte. 

Was bedeutet dies für die Logarithmusgesetze? Betrachten wir dazu beispielsweise 
das 1 .Logarithmusgesetz. Es lautet im Komplexen: 

log(z 1 ) + log(z 2 ) = log(z r z 2 ) z 1 ,z 2 eC 

Da jeder Logarithmus unendlich viele Werte hat, stellt sich die Frage, 
wie dieses Logarithmusgesetz zu verstehen ist. Das Logarithmusgesetze 
gilt im Komplexen im folgenden Sinne: 

Wenn ich einen beliebigen Logarithmus aus z 1 wähle und zu diesem 
einen beliebigen Logarithmus aus z 2 addiere, dann ist das Ergebnis 
auch in der Menge der "Logarithmen aus z 1 »z 2 zu finden (und umgekehrt). 


Logarithmusgesetze für einwertig definierte Logarithmen: Geht nicht 


Nun kann man sich noch fragen, ob die Logarithmusgesetze gültig sind, 
wenn man die komplexen Logarithmen einwertig definiert, 
also z.B. den Hauptwert als Logarithmuswert definiert. 

In diesem Fall sind die Logarithmusgesetze nicht mehr gültig. 
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16. Logarithmusfunktion 


16.6 Die Logarithmusfunktion als Umkehrfunktion 


16.6 Die Logarithmusfunktion als Umkehrfunktion 


Wir haben bereits die Exponential¬ 
funktion kennen gelernt. Sie bildet die 
komplexe z-Ebene auf die komplexe 
w-Ebene ab, wobei die Null nicht als 
Funktionswert vorkommt: 

Wertebereich exp(z): C\{0) 

Zum Beispiel wird die komplexe Zahl 
z=1 +2i auf eine Zahl w=-1.13+2.47 
abgebildet (gerundet): 
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z-Ebene 


w-Ebene 


Die Exponentialfunktion ist in 
imaginärer Richtung periodisch, 
genauer gesagt gilt: 

exp(z)=exp(z+2d) 

Daher gibt es unendlich viele andere 
Zahlen z, welche den gleichen 
Funktionswert w haben: 
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z-Ebene 


w-Ebene 


Nun bilden wir die Umkehrung der 
Exponentialfunktion, indem wir die 
Richtung der Pfeile umdrehen und z- 
Ebene und w-Ebene vertauschen. 

Diese Umkehrung bezeichnen wir als 

mehrwertige Logarithmusfunktion. 

Diese Umkehrung ist übrigens 
eigentlich keine Funktion, sondern 
eine Relation, denn den Punkten der 
z-Ebene werden mehrere Punkte der 
w-Ebene zugeordnet. Man bezeichnet 
die Umkehrung trotzdem als Funktion, 
aber eben als mehrwertige Funktion: 
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16. Logarithmusfunktion 


16.6 Die Logarithmusfunktion als Umkehrfunktion 


Die Logarithmuswerte w, die zu einem z-Wert gehören, erhält man durch das Einsetzen von 
ganzen Zahl k in die bereits bewiesene Berechnungsformel für den Logarithmus: 

Inz = In|zj + / • arg k (z) mit: arg k (z) e (-7T + 2nk, n + 2nk) 
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16. Logarithmusfunktion 


16.6 Die Logarithmusfunktion als Umkehrfunktion 


Wählt man nun eine bestimmte ganze 
Zahl k aus, so wird die z-Ebene durch 
die Logarithmusfunktion eindeutig auf 
einen Streifen in der w-Ebene 
abgebildet, wobei der Streifen davon 
abhängt, welches k ich wähle. 

Wählt man z.B. k=0 (Bild), so wird 
die z-Ebene auf einen waagerechten 
(horizontalen) Streifen abgebildet, der 
einen Imaginärteil zwischen -n und n 
hat und der Hauptzweig genannt wird. 

Diese eindeutige Logarithmusfunktion 
wird mit Log abgekürzt, d.h. man 
schreibt Log mit einem großen „L“: 
















9 










8 










7 










6 










5 










4 










3 

o 

ä 









Z 

i 


w 

• 
















o 


1 2 

> 2 

* 4 

[ 














■z 












A . 










'4 










■D 

C 










O 

.7 . 










•/ 





















9 

Q 










o 

• 









7 

c 










b 

ei 










A 










4 

O 









• 

O 

2 










1 




















.1 

1 2 

1 2 

\ 4 









































































w-Ebene 


z-Ebene 


Nun taucht aber ein neues Problem auf: 
Überschreitet man in der z-Ebene die 
negative reelle Achse z.B. von oben 
nach unten (siehe Pfeil im Bild), so 
ändert sich der Winkel schlagartig 
von ;i nach -n. 

Der Winkel des Argumentes in der z- 
Ebene enspricht aber dem Imaginärteil 
der Funktionswerte. Daher springt 
springt der Imaginärteil plötzlich 
von Ti nach -n, und somit ist 
die Logarithmusfunktion unstetig. 
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w-Ebene 


z-Ebene 


Man kann die Logarithmusfunktion 
aber stetig machen, indem man in 
der z-Ebene (rechte Ebene) die 
negative reelle Achse aus dem 
Definitionsbereich entfernt. 

Dieser neue Definitionsbereich wird 

als geschlitzte Ebene bezeichnet. 

Da das Argument den Schlitz nicht 
mehr überqueren kann, springen 
die Funktionswerte in der linken w- 
Ebene nicht mehr. 

Man kann die Ebene übrigens bei jedem 
Winkel schlitzen, nicht nur bei 180°. 
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16. Logarithmusfunktion 16.7 Raum für eigene Ergänzungen 


16.7 Raum für eigene Ergänzungen 



























































































17. Die Argumentfunktion 


17.1 Definition 


17. Die Argumentfunktion 


17.1 Definition 


Jeder komplexen Zahl z kann man ihr eigenes Argument (ihren Winkel) zuordnen. 
Man nennt diese Zuordnung Argumentfunktion: 

arg: z arg( z) 

Diese Zuordnung ist keine Funktion, denn wenn man z.B. die komplexe Zahl i 
betrachtet, dann muss man ihr den Winkel n/2 zuordnen, aber auch jeden 
anderen Winkel, der sich um ein Vielfaches von 2n vom Winkel n/2 
unterscheidet. Da diese Zuordnung nicht eindeutig ist, nennt man diese 
Zuordnung nicht "Funktion" sondern "mehrwertige Funktion", obwohl der 
Name "Relation" passender wäre. 
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17. Die Argumentfunktion 


17.2 Einwertige und mehrwertige Argumentfunktion 


17.2 Einwertige und mehrwertige Argumentfunktion 


Gegeben sei eine komplexe Zahl z *0: 

z=x+iy = r (cos cp + i sin cp) = r ■ e [(p 
Den Winkel cp bezeichnet man auch als Argument von z: 

<P = argjzj 

Ordnet man nun jeder komplexen Zahl z*0 ihren Winkel zu, 
so erhält man die sogenannte Argumentfunktion: 

arg: z -> arg(z) = <p(z) 


Diese Zuordnung ist keine eindeutige Funktion, denn wenn man z.B. die 
komplexe Zahl i betrachtet, dann muss man ihr den Winkel cp = n/2 
zuordnen, aber auch jeden anderen Winkel, der sich um ein Vielfaches 
von 2n vom Winkel cp = n/2 unterscheidet. 

Da diese Zuordnung nicht eindeutig ist, nennt man diese Zuordnung nicht 
"Funktion" sondern "mehrwertige Funktion", obwohl der Name "Relation" 
passender wäre. 

Will man eine eindeutige Zuordnung haben, so ordnet man einer komplexen 
Zahl nur ihren sogenannten Hauptwert zu, d.h. einen Winkel im halboffenen 
Intervall (~n,n ]. Diese eindeutige Funktion wird (zur Unterscheidung) dann 
durch einen Großbuchstaben gekennzeichnet: 


Arg: z arg(z) = <p(z) -n<(p<7i 


Der Zusammenhang zwischen der mehrdeutigen Funktion arg(z) und der 
eindeutigen Funktion Arg(z) ist dann folgender: 


arg(z) = Arg(z) + 27in = <p + 27rn mit:n = 0, ±1, ±2, ±3, ... 
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17. Die Argumentfunktion 


17.3 Gesetze für die mehrwertige Argumentfunktion 


17.3 Gesetze für die mehrwertige Argumentfunktion 

Produktgesetz _ 


Gegeben seien zwei komplexe Zahlen: 



Wegen einer Regel der Argumentfunktion kann man auch schreiben: 

2 |z, = |z,| • eWq**"’! Zg = | Zg | . ] nfTT s z 
Gesucht ist das Argument eines Produktes: 

3 \arg{z r z 2 )=~? 

Wir berechnen zunächst das Produkt z 1 ■ z 2 : 

4 |z, z, = |z,|. e '< 4r9Wtg ”] ■|z g |-flW z *'* a,, "1| n.ms z 

Die Beträge darf man aufgrund eines reellen Betragsgesetzes zusammenfassen: 

5 |z ? • z 2 = |z ? • Zg| • gggg • j nm e z 

Ein Gesetz der komplexen Exponentialfunktion anwenden: 

6 |z ? • z 2 = |z ? • z 2 | • • gg n,m e z 

Die Terme e h27Tn und e'' 27Tm sind gleich 1: 

7\z r z 2 = \z r z 2 \• 

Ein Gesetz der komplexen Exponentialfunktion an wenden: 

8 |z, • z g = |z, ■ z 2 | ■ 

Jetzt können wir das Argument von z 1 ■ z 2 ablesen, wobei 2xk addiert 
werden muss, denn arg(z 1 -z 2 ) ist eine mehrwertige Funktion: 

9 arg{z 1 ■ z 2 ) = Arg(z 1 )+ Arg(z 2 )+2nk k&z 

Nun addieren wir die Argumente der gegebenen Gleichungen (2): 

10 I aig i z.-j ^ + arg[z 2 ^ — /\rg(Zj) + 27rn + /\rg(z 2 ) + 27rm I n,m e z 
A usklammern: 

11 \arg(z 1 ) + arg ) — / \rg(z y ) + J\rg(z 2 ) + 27t(jti + n )I n,m e z 

Wir erkennen, dass die rechten Seiten von 9 und 11 gleich sind, denn 
da k frei wählbar ist, kann man k=m+n wählen. Damit haben wir bewiesen: 

12 arg (z 7 • z 2 ) = ärg( z, )+arg( z 2 jl 
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17. Die Argumentfunktion 


17.3 Gesetze für die mehrwertige Argumentfunktion 



Gegeben seien zwei komplexe Zahlen: 

1 |z, = |z,| • e ha * (Zl) z 2 = |zg| • ggg 

l/l/ege/7 einer Regel der Argumentfunktion kann man auch schreiben: 

2 |z, = |z,| • z g = |z g | ■ n , m s Z 

Gesucht ist das Argument eines Quotienten: 

3 am (^l\ = ? 


Wir berechnen zunächst den Quotienten — : 


n,m g Z 


Die Beträge darf man aufgrund eines Betragsgesetzes zusammenfassen: 


Z 1 _ 

\ Z 1 

. e i{Arg(z 1 )+27rn] 

z 2 1 

Z 2 

. e i-[Arg(z 2 )+2jrm] 


Z 1 _ 

Z 1 

e i[Arg(z 1 )+2xn] 

z 2 

Z 2 

e i-[Arg(z 2 )+2nm] 


Ein Gesetz der komplexen Exponentialfunktion anwenden: 


n,m g Z 


Die Terme e" 2Kn und e' 2nm sind gleich 1: 


Z 1 _ 

Z 1 

ßi Arg(z-i) _ e \-2nn 

Z 2 

Z 2 

e i-Arg(z 2 ) e i-27im 


Z 1 

h 

e iArg(z , j 

^2 

Z 2 

Q \-Arg(z 2 ) 


Ein Gesetz der komplexen Exponentialfunktion anwenden: 



Z 1 

„C\| 

N 

Z 2 


Jetzt können wir das Argument von — ablesen, wobei 2nk addiert 

Z 2 

f £ \ 

werden muss, denn arg — ist eine mehrwertige Funktion: 
_____ V Z 2 7 _ 

9 arg(—\ = Arg(z 1 )-Arg(z 2 ) + 27rk kez 
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17. Die Argumentfunktion 


17.3 Gesetze für die mehrwertige Argumentfunktion 


Wir beginnen mit dem zweiten Teil der Rechnung, der Berechung 
von arg ( z 1 ) - arg (z 2 ). Wir subtrahieren die Argumente der 
gegebenen Gleichungen (2): 

10 \cirg (zy) — arg (z 2 ) — Trg(z^) 2irn — [ /Tg(z 2 ) + 2rrmjj n,m e z 
Klammer auf lösen: 

11 I arg (z ? ) - arg (z 2 ) = Arg{zj+2nn - Arg(z 2 ) - 2nm I n,m e z 
Ausklammern von 2n ergibt: 

12 |arp'(z 7 )-arö'(z 2 ) = ArglzT-AigizTJ+TTTTTn )I r?,me z 
Wir führen die neue Variable k ein, wobei k = n-m sein soll. 

13 I arg (z,) - arg (z 2 ) = Arg( z ? ) - Arg(z 2 ) + 2nk I k e z 

Wir erkennen, dass die rechte Seite der Gleichung mit der rechten 
Seite von Gleichung 9 übereinstimmt. Damit haben wir bewiesen: 

I Tz ^1 

14 arg(z 1 )-arg(z 2 ) = arg -± 

\ Z 2 ) 
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17. Die Argumentfunktion 


17.3 Gesetze für die mehrwertige Argumentfunktion 



Wir fragen uns, was das Argument eines Kehrwertes ist: 


1 arg(-^\ = ? 


Wir benutzen das Gesetz für Quotienten, das wir soeben hergeleitet haben: 


I 7 T\ 

2 arg - = arg (1) - arg (z) 


Die Zahl "1" hat das Argument 2 k n mit k 
3 arg[^\ = 2nn -arg(z) neZ 


Wir benutzen die gelernte Formel arg (z) = Arg(z) + 2k k mit k 

I 7 77 

4 arg - = 2k n -[Arg(z) +2Km] n,meZ 


Klammer auflösen: 


5 arg(-^\ = 2ko - Arg(z)-2Km n,me 


Aus dem ersten und dritten Term wir 2k ausgeklammert: 
6 argff—1 = -Arg(z) + 2k(h- m) n,meZ 


Wir ersetzen n-m durch k: 

7 argf-l = -Arg(z) + 2Kk keZ 


Wir benutzen nochmal die Formel arg (z) = Arg (z) + 2k k mit k 
8 argi-'] = -arg(z) 
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17. Die Argumentfunktion 17.3 Gesetze für die mehrwertige Argumentfunktion 


[Argument der Konjugation 


Gegeben sei die komplexe Zahl z in Exponentialform: 

1 | z = |z|-e / ' arg ^ 

Wir fragen uns, was das Argument der Konjugation ist: 

2 

Dazu bestimmen wir zunächst die Konjugation. Für die Beträge der Konjugation gilt: 
\z\ = |z| und für den Winkel der Konjugation gilt arg(z) = -arg(z): 

3 

Die Lösung können wir jetzt ablesen: 

4 


Zusammenhang zwischen den Argumenten von Konjugation und Kehrwert 


Für das Argument des Kehrwertes hatten wir folgende Formel erhalten: 

1 

Für das Argument der Konjugation hatten wir folgende Formel erhalten: 

2 

Da beide rechten Seiten gleich sind, ist das Argument des Kehrwertes 
gleich dem Argument der Konjugation: 

3 
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17. Die Argumentfunktion 


17.3 Gesetze für die mehrwertige Argumentfunktion 


[Argument einer Potenz: Hier gilt nur die Teilmengen-Beziehung 


Auf den ersten Blick scheint es so, als dass man ganz einfach beweisen kann, 
dass für das mehrwertige Argument einer Potenz eine "Potenzregel" gültig ist, 

d.h. es gilt (scheinbar) die Formel: argiz 11 ) = n ■ arg (z): 

? ? ? 

arg{z n ) — arg ( z ^• z ^• • ... • z ) — erg iz) + arg (z) +... + arg ( z)—n • arg ( z ) n g Z 1 

_ n Faktoren _ n Summanden _ 

Obwohl der Beweis der Regel sehr einleuchtend erscheint, so ist er 
dennoch verkehrt. Der Fehler steckt in der letzten Umformung. 

Betrachten wir einen Sonderfall der letzten Umformung (n = 2): 

7 

argiz 2 ) = argiz) + arg (z)=2-argiz) 2 

Wir zeigen nun, dass diese Gleichung falsch ist. Dazu schreiben wir die linke 
und rechte Seite mit Hilfe der Formel: arg(z)= Arg(z)+2nk mit: k eZ : 

? 

argiz 2 )-- Arg(z)+2nn + Arg(z) + 27rm=2-[Arg(z)+27rp] mit: n,m,p e Z 3 
Nun schreiben wir auf, welche Werte die linke Seite der Gleichung 3 annehmen kann: 
Arg(z) + 27rn + Arg(z) + 27rm = {2-Arg(z), 2-Arg(z)±2x, 2-Arg(z)±4n, ...} 4a 
Nun schreiben wir auf, welche Werte die rechte Seite der Gleichung 3annehmen kann: 
2-[Arg(z) + 2xp] = {2-Arg(z), 2-Arg(z)±4n, 2-Arg(z)±8K, ...} 4b 

Die Menge in Gleichung 4b ist nur eine Teilmenge der Menge in Gleichung 4a. 

Folglich sind Gleichung 3 und somit Gleichung 2 ungültig: 

argiz 2 ) = argiz) + argiz) * 2-argiz) 5 

Wir haben also ein Gegenbeispiel zur Potenzregel gefunden. 

Allerdings kann man sagen, dass die rechte Seite eine Teilmenge 
der linken Seite ist. Daher gilt: 

argiz 11 ) c= n ■ argiz) mit: n*0 6 
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17. Die Argumentfunktion 


17.4 Gesetze für die einwertige Argumentfunktion 


17.4 Gesetze für die einwertige Argumentfunktion 

Das Argument eines Produktes _ 


Wir haben bereits das Produktgesetz für das mehrwertige Argument bewiesen: 

1 | arg(z r z 2 ) = arg(z 1 ) + argjz^j 

Wir benutzen die Formel: arg(z) = Arg(z) + 2nk mit: k e Z 

2 Arg(z 1 ■ z 2 ) + 27 t p = Arg(z 1 ) + 2nn+Arg(z 2 ) + 27rm n,m,pe Z 
Wir bringen alle Konstanten auf die rechte Seite: 

3 Arg^- z 2 ) = Arg(z 1 )+27tn + Arg(z 2 ) + 27zm-27zp n,m,pe Z 
Wir klammern 2n aus: 

4 Arg{z 1 -z 2 ) = Arg(z 1 ) + Arg(z 2 ) + 2n;{n + m-p) n,m,p<=Z 
Die Konstanten n,m und p fassen wir zusammen: 

5 Arg(z 1 ■ z 2 ) = Arg(z 1 )+ Arg(z 2 ) + 2nk keZ 


Die Gleichung ist allerdings nur für ein ganz bestimmtes k richtig. 

Die linke Seite der Gleichung ergibt einen Winkel zwischen - n und einschließlich n, 
da wir ja das einwertige Argument bilden. Es gilt also auf der linken Seite: 



Auf der rechten Seite werden die einwertigen Argumente aber addiert, sodass 
die rechte Seite einen Wert annehmen kann, der außerhalb dieses Bereiches liegt: 


-2n < Arg( z^+ Arg( z 2 )<2n 

Wir müssen k also so wählen, dass die rechte Seite auf zwischen 


-n und einschließlich n liegt. Dazu dient die folgende Tabelle: 


k = 1 

wenn: 

Arg(z 1 ) + Arg(z 2 ) < -n 

k = 0 

wenn: 

-n < Arg(z 1 )+Arg(z 2 )<rr 

k = -1 

wenn: 

7r<Arg(z 1 )+Arg(z 2 ) 
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17. Die Argumentfunktion 


17.4 Gesetze für die einwertige Argumentfunktion 



Die Gleichung ist allerdings nur für ein ganz bestimmtes k richtig. 

Die linke Seite der Gleichung ergibt einen Winkel zwischen - n und einschließlich n, 
da wir ja das einwertige Argument bilden. Es gilt also auf der linken Seite: 



Auf der rechten Seite werden die einwertigen Argumente aber subtrahiert, sodass 
die rechte Seite einen Wert annehmen kann, der außerhalb dieses Bereiches liegt: 



Wir müssen k also so wählen, dass die rechte Seite auf zwischen 
-n und einschließlich n liegt. Dazu dient die folgende Tabelle: 


k = 1 

wenn: 

Arg(z 1 )-Arg(z 2 )<-7v 

k = 0 

wenn: 

-n < Arg(z : )~ Arg(z 2 )<n 

k = -1 

wenn: 

7T<Arg(z 1 )-Arg(z 2 ) 
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17. Die Argumentfunktion 


17.4 Gesetze für die einwertige Argumentfunktion 


Das Argument des Kehrwertes 


Wir benutzen das bereits bewiesene Quotientengesetz: 

1 

Das Argument (Hauptwert) von 1 ist gleich Null: 

2 

Ein Problem taucht auf, wenn z eine negative reelle Zahl. Dann ist 
das Argument Arg(z) = n. Die rechte Seite wird dadurch zu - n. 

Die linke Seite wäre somit auch gleich - n, was aber nicht sein kann, 
da die Arg-Funktion nur Werte annehmen kann, die größer - n sind. 

Wir lösen das Problem, indem wir eine Fallunterscheidung machen: 

3 


Arg - = 

\z) 


Arg(z) wenn lm(z) = 0 
-Arg(z) wenn lm(z) * 0 
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17. Die Argumentfunktion 


17.4 Gesetze für die einwertige Argumentfunktion 


Das Argument der Konjugation 


Gegeben sei die komplexe Zahl z in Exponentialform: 

1 

Wir fragen uns, was das Argument der Konjugation ist: 

2 

Dazu bestimmen wir zunächst die Konjugation von (1): 

3 

Für die Beträge der Konjugation gilt die Beziehung: |z| = |z| 

4 |z = Izl • egjj 

Beim Winkel müssen wir drei Fälle unterscheiden: 

Den Winkel der Konjugation können wir ablesen: Arg(z) = -Arg(z), wenn lm(z) * 0 
z = |z| • e~ hAr9(z) => Argiz) = -Arg(z) wenn: lm(z) * 0 5a 





Wenn aber z eine negative reelle Zahl ist, dann ist Arg(z) = n und nach (5a) wäre 
Arg(z) = -n, was aber nicht sein kann, da aber Arg(z) größer als - n sein muss. 
Das richtige Ergebnis kann man sich anhand der Gausschen Zahlenebene 
überlegen, nämlich das in diesem Fall das Argument der Konjugation gleich dem 
Argument von z ist: 

5b 



Bei einer Zahl z, die positiv und reell ist, ist es gleichgültig, ob man ein 
Minus auf der rechten Seite der Gleichung schreibt schreibt, oder nicht. 
Aus praktischen Gründen schreiben wir kein Minus, denn dann können 
wir später den Fall 5b und 5c zusammenfasen: 

5c 



Die drei Fälle 5a, 5b und 5c können also folgendermaßen zusammengefaßt werden: 
d „ /-X Arg(z) wenn lm(z) = 0 I 


\ Argiz) = 


-Arg(z) wenn lm(z) * 0 
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17. Die Argumentfunktion 


17.4 Gesetze für die einwertige Argumentfunktion 


[Zusammenhang zwischen dem Argument von Kehrwert und Konjugation 


Für das Argument des Kehrwertes haben wir folgende Formel hergeleitet: 


Arg 

f 1) 

KZ) 

-1 

Arg(z) wenn lm(z)= 0 
{-Arg(z) wenn lm(z) * 0 


Für das Argument der Konjugation haben wir folgende Formel hergeleitet: 

Arg (z) = l Ar9(z) wennlm ( z )=° 

\-Arg(z) wenn lm(z) * 0 

Da beide Formeln das gleiche Ergebnis liefern, können wir auch schreiben: 

F 7f\ ” TT f ~Ärg[z) wenn lm(z) = 0 I 

VzJ [-Arg(z) wennlm(z)*0 

Das einwertige Argument eines Kehrwertes ist also gleich dem 
einwertigen Argument der Konjugation. 


Das Argument einer Potenz 


Gesucht ist das einwertige Argument einer Potenz, also der Hauptwert einer Potenz: 
Arg(z n ) = ? mitneZ 

Wir schreiben die Potenz als Produkt und wenden dann die Produktregel an: 



Den Faktor k nennen wir aber k n , weil sich herausstellen wir, dass er von n abhängt: 


|>4rg(z n ) = n- >Argf(z)+ 2 ^/c n j Ergebnis 

Der Faktor k n , der dafür sorgt, dass die rechte Seite der Gleichung zwischen 
—Ti und Ti liegt, ergibt sich dabei nach folgender Formel, wobei es sich bei der 
Klammer um die sogenannte "obere Gausskiammer" handelt: 

Ergebnis 

Die Herleitung der Formel für k n ist aufwendig, sie benötigt eine ganze Seite. 
Die Herleitung findet auf der nächsten Seite statt. 
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17. Die Argumentfunktion 


17.4 Gesetze für die einwertige Argumentfunktion 


Fortsetzung zu „Das Argument einer Potenz“ 


Wir starten mit der Erklärung der oberen Gausskiammer. Die obere Gausskiammer 
rundet auf jede nicht-ganze Zahl auf die nächstgrößere ganze Zahl auf. Beispiele: 


2.9 wird zu 3 

2.1 wird zu 3 

0.1 wird zu 1 

2 bleibt 2 

-2.9 wird zu -2 

-2.1 wird zu -2 

-1.1 wird zu -1 

- 2 bleibt - 2 


Als nächstes verdeutlichen wir uns, dass der Korrekturfaktor dafür sorgen muss, 
dass n ■ Arg(z) zwischen - n und einschließlich n liegt: 
n < n- Arg(z) < n 

Der Winkel muss also zwischen einer halben negativen Umdrehung (im Uhrzeigersinn) 
und einer halben positiven Umdrehung (gegen den Uhrzeigersinn) liegen. 

Als nächstes erklären wir den ersten Bruch in der Korrekturformel: 


k n =- 

n-Arg(z) 1 1 


2k 2 


Der Term n - Arg (z) ergibt einen Winkel, der durch 2k dividiert wird. 

Dadurch erhält man die Anzahl der Umdrehungen, welche zum Winkel gehören. 
Beispiel: Wenn n - Arg (z) = 3k wäre, dann entspräche dies 1,5 Umdrehungen 
entgegen dem Uhrzeigersinn, also im mathematisch positiven Sinne. 

Als nächstes überlegen wir uns, warum 1/2 abgezogen wird. Dazu nehmen wir 
an, die "Anzahl der Umdrehungen" wäre etwas größer als Null, z.B. 0,001. 

Dann würde die obere Gausskiammer auf 1 aufrunden, und die Formel würde 
1-2k vom Winkel subtrahieren. 

Dies wäre aber falsch, denn erst wenn der Winkel größer als k ist, also wenn 
der Winkel mehr als 1/2 Umdrehung beträgt, müssen wir 2k abziehen. 

Wenn wir aber 1/2 abziehen (so wie in der Formel), dann fängt die 
Gausskiammer erst nach einer 1/2 Umdrehung mit dem Aufrunden an, 
also wenn der Winkel den Wert k übersteigt. 

Zusammengefasst kann man sagen: 

Der erste Bruch in der Korrekturformel berechnet die Anzahl der Umdrehungen, 
die zum Winkel gehören. Es wird ein Winkel abgezogen, der diesen Umdrehungen 
entspricht, wobei die Zahl 1/2 den Sinn hat, dass erst am einer halben Umdrehung, 
also bei n, ein Vielfaches von 2k abgezogen wird, denn erst dann wird der 
Hauptbereich ( -k,k] verlassen. 
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18.0 Überblick 


18. Logarithmusgesetze 

18.0 Überblick 


In diesem Kapitel werden wir die komplexen Logarithmusgesetze herleiten. 

Für die mehrwertige Logarithmusfunktion werden wir die folgenden drei Gesetze 
herleiten, die uns schon von der reellen Logarithmusfunktion bekannt sind: 


ln(z r z 2 ) = ln(z 1 )+ln(z 2 ) 


In 

f-1 

= ln(z 1 )-ln(z 2 ) 


K Z 2) 



In 


f -t\ 


\zj 


ln(z) 


Für den mehrwertigen Logarithmus einer Potenz gibt es aber 
im Komplexen kein Gesetz: 


Iniz 11 ) * n log(z) 

Für die einwertige Logarithmusfunktion werden folgende Gesetze herleiten: 


Log (z 1 -z 2 ) = Log( z 1 ) + Log (z 2 ) + i-2x-N 



Log 

l Z 2) 

= Log(z 1 )-Log(z 2 ) + i-27 tN 



mit: 



-1 

wenn: 

Arg(z 1 )±Arg(z 2 ) > n 

N = < 

0 

wenn: 

-n < Arg (z 1 ) ± Arg ( z 2 )<tt 


1 

wenn: 

Arg(z 1 )±Arg(z 2 )<-7i 


Logiz 11 ) = nLog(z) + 27ri-N n 


mit N n 


n-Arg(z) 

2n 


1 _ 

2 
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18. Logarithmusgesetze 


18.1 Gesetze für mehrwertige Logarithmen 


18.1 Gesetze für mehrwertige Logarithmen 

Logarithmus eines Produktes _ 


Die Definition des mehrwertigen Logarithmus lautete: 



Wir berechnen jetzt den Logarithmus eines Produktes: 
ln(z 1 • z 2 ) = Ln\z, • z 2 \ + /' • argjz ,, • z 2 ) 

Wir wenden nun das folgende Gesetz an, welches 
wir im Kapitel "Die Argumentfunktion" bewiesen haben: 

arg(z 1 -z 2 ) = arg{z^) + arg^z?) 

Wir halten: 

H z ? • z g) = Ln l z ? • z ^l +• [arg(z 1 ) + arg(z 2 )\ 

Ausmultiplizieren der Klammer: 

ln(z r z 2 ) = Ln\z r z 2 \ + i-arg(z 1 ) + i■ arg (z 2 ) 

Wir wenden ein Betragsgesetz an: 

ln(z r z 2 ) = Ln (\z 1 \-\z 2 \) + i-arg(z 1 )+i-arg(z 2 ) 


Weil Ln den reellen Logarithmus bezeichnet, 
können wir ein reelles Logarithmusgesetz anwenden: 



Umordnen: 

in[z 1 -z 2 ) = Ln\zj\ + i ■ arg (z-j) + Ln\z 2 \ + i ■ arg (z 2 ) 

Wir wenden die Definition des komplexen Logarithmus an: 
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18. Logarithmusgesetze 


18.1 Gesetze für mehrwertige Logarithmen 


Logarithmus eines Quotienten 


Die Definition des mehrwertigen Logarithmus lautete: 



Wir berechnen jetzt den Logarithmus eines Quotienten: 



Wir wenden nun das folgende Gesetz an, welches 
wir im Kapitel "Die Argumentfunktion" bewiesen haben: 

f A 

arg -L = arg (z y ) - arg(z 2 ) 

V Z 2 7 _ 

Wir halten: 

/nf— l = Ln +i-[arg(z 1 )-arg(z 2 )] 

V Z 2 7 _ Z 2_ 

Ausmultiplizieren der Klammer: 

f A Z. 

ln — = Ln — + i-arg[z 1 )-i-arg{z 2 ) 

V Z 2 7 _ Z '2 _ 

Wir wenden ein Betragsgesetz an: 

f \ 

In — =Ln— + i-arg(z 1 )-iarg(z 2 ) 

V z 2 J _ ^2 _ 

Weil Ln den reellen Logarithmus bezeichnet, 

können wir ein reelles Logarithmusgesetz anwenden: 



Aus den letzten beiden Termen klammern wir "Minus" aus: 



Wir wenden die Definition des komplexen Logarithmus an: 
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18. Logarithmusgesetze 


18.1 Gesetze für mehrwertige Logarithmen 


Logarithmus des Kehrwertes 


Die Definition des mehrwertigen Logarithmus lautete: 



Wir berechnen jetzt den Logarithmus des Kehrwertes: 



Wir wenden nun das folgende Gesetz an, welches 
wir im Kapitel "Die Argumentfunktion" bewiesen haben: 



Wir wenden ein Betragsgesetz an: 

ln(-'\ = Ln^\-i-arg(z) 

\zj |z| _ 

Weil Ln den reeljen Logarithmus bezeichnet, 
können wir ein reelles Logarithmusgesetz anwenden: 

in{-\ = Ln\1\-Ln\z\-i -arg(z) 

\z) _ 

Der reelle Logarithmus von 1 ist 0: 



Wir klammern das "Minus" aus: 
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18. Logarithmusgesetze 


18.1 Gesetze für mehrwertige Logarithmen 


Ungleichung für den Logarithmus einer Potenz: 


Das Gesetz für den reellen Logarithmus einer Potenz, das wir aus der Schule kennen, 
gilt für den mehrwertigen komplexen Logarithmus im allgemeinen nicht: 

ln{z n ) * rhjnjz ) ne Z 
Dies wollen wir auf dieser Seite beweisen. 

Die Definition des mehrwertigen Logarithmus lautete: 



Wir berechnen jetzt den Logarithmus der Potenz: 



Wir wenden ein Betragsgesetz an: 



Wir wenden ein reelles Logarithmusgesetz an: 
ln(z n ) = n-Ln\z\ + i ■ argiz 11 ) 

Da es ein Argumentgesetz für Potenzen nicht gibt, wird aus der 
Gleichung eine Ungleichung, wenn man das Gesetz trotzdem an wendet: 

ln(z n ) * n-Ln\z\ + i ■ n-argiz) 

Wir klammern n aus: 

ln(z n ) * n-[Ln\z\ + i -argiz)] 

Auf die eckige Klammer wenden wir die Definition des komplexen Logarithmus an: 



Wir haben also bewiesen, dass das Logarithmusgesetz für mehrwertige komplexe 
Logarithmen im allgemeinen nicht gilt. 
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18. Logarithmusgesetze 
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18.2 Gesetze für einwertige Logarithmen 

Beweis des I.Logarithmusgesetzes _ 


Gesucht ist der Logarthmus eines Produktes. Wir wenden zunächst die Definition 
des komplexen Logarithmus an: 


Log{z 1 ■ z 2 ) = Ln |z r • z 2 \ + i ■ Arg(z 1 ■ z 2 ) 


Wir wenden ein Gesetz über komplexe Beträge an, nämlich 
das Gesetz |z y -z 2 \ =)z,|- \z 2 \: 

Log(z 1 ■ z 2 ) = Ln( |z, | • \z 2 \) + / • Arg(z 1 • z 2 ) 


Nun können wir das reelle Logarithmusgesetz Ln(a ■ b)=Ln(a ) + Ln(b) aus der 
Schulmathematik anwenden, denn das Argument der Logarithmusfunktion ist 
ja reell (der Betrag einer komplexen Zahl ist stets reell): 


Log{z 1 ■z 2 ) = Ln\z 1 \ +Ln\z 2 \ +i ■ Arg(z 1 ■z 2 ) 


Als nächstes wenden wir ein Gesetz der Argumentfunktion an, das wir im 
vorigen Kapitel bewiesen haben, nämlich: Arg (z, • z 2 ) = Arg(z 1 ) + Arg(z 2 ) + 2tt ■ N 


Log(z r z 2 ) = Ln 

Zl 

+ Ln 

Z 2 

+ / • \_Arg(z 1 ) + Arg (z 2 ) + 2n • A/] 




-1 

wenn: 

Arg(z 1 )±Arg(z 2 ) > n 

mit: 

N = < 

0 

wenn: 

-7t < Arg(z 1 )± Arg(z 2 )< n 



1 

wenn: 

Arg(z 1 )±Arg(z 2 )<-7t 


Klammer ausmultiplizieren: 


Log (zj • z 2 ) = Ln\z^ + Ln\z 2 \ + i■ Arg(z 1 )+ i■ Arg(z 2 )+ i■ 2 tt■ N 


Jetzt ordnen wir die fünf Terme. Erster und dritter Summand ergeben 
Log(z 1 ), zweiter und vierter Summand ergeben Log(z 2 ): 



Wir erhalten das gewünschte Ergebnis: Das 1 .Logarithmusgesetz im Komplexen: 
Log(z 1 ■ z 2 ) = Log(z 1 )+Log(z 2 ) + i-2n-N 
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18. Logarithmusgesetze 


18.2 Gesetze für einwertige Logarithmen 



Gesucht ist der Logarthmus eines Quotienten. Wir wenden zunächst die Definition 
des komplexen Logarithmus an: 

Log (—1 = Ln — + / • Arg — \ 


Wir wenden ein Gesetz über komplexe Beträge an, nämlich das Gesetz 


Log\ — \ = Ln +i-Arg\ 


r 


\ 

J 


L 





Z 2 


*2 


Nun können wir das reelle Logarithmusgesetz Ln{^)=Ln(ä) - Ln(b ) aus der 

Schulmathematik anwenden, denn das Argument der Logarithmusfunktion ist 
reell (denn der Betrag einer komplexen Zahl ist stets reell): 

Logf^] = Ln |z r \-Ln\z 2 \ + i- Arg f—1 


Als nächstes wenden wir ein Gesetz der Argumentfunktion an, das wir im 


vorigen Kapitel bewiesen haben, nämlich: Arg — = Arg (z 7 )- Arg (z 2 ) + 27 t-N 

\ Z 2 ) 

Tz \ 

Log — = Ln\z 1 \-Ln\z 2 \ + i-(Arg(z 1 )-Arg(z 2 ) + 2x- A/) 


f -1 wenn: Arg(z 1 )± Arg(z 2 )> n 

mit: N = < 0 wenn: -n < Arg (z 1 ) ± Arg (z 2 ) < n 
1 wenn: Arg(z 1 ) ± Arg[z 2 )<-n 

Klammer ausmultiplizieren: 

Tz} 

Log — = Ln\z^-Ln\z 2 \ +i ■ Arg^)-i ■ Arg[z 2 ) +i- 271 -N 


Jetzt ordnen wir die fünf Terme. Erster und dritter Summand ergeben 
Log(z 1 ), zweiter und vierter Summand ergeben Log(z 2 ): 


Log — =/.n|z ? | + /-/A/ig(z ? )- Ln\z 2 \ +i■ Arg(z 2 )~^ +i■ 2 tt■ N 
2 Log(z 1 ) Log(z 2 ) 


Wir erhalten das gewünschte Ergebnis: Das 2. Logarithmusgesetz im Komplexen: 
Log — = Log(z 1 )-Log(z 2 )+i -2n-N 
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18. Logarithmusgesetze 


18.2 Gesetze für einwertige Logarithmen 


Beweis des 3.Logarithmusgesetzes 


Gesucht ist der Logarthmus einer Potenz z n (n e Z). Wir 
wenden zunächst die Definition des komplexen Logarithmus an: 


Logiz 11 ) = Lnlz 11 


+ / 


Argiz 11 ) 


Wir wenden ein Gesetz über komplexe Beträge an, nämlich das Gesetz \z n \= \z\ : 
(das Gesetz fehlt noch im Band "Komplexe Zahlen", aber es gibt Youtube-Videos): 

Log{z n ) = Ln\z\ n + i ■ Arg{z n ) 


Nun können wir das reelle Logarithmusgesetz Ln(a n )=n ■ Ln(a) aus der 
Schulmathematik anwenden, denn das Argument der Logarithmusfunktion ist 
reell (denn der Betrag einer komplexen Zahl ist stets reell): 


Log(z n ) = n-Ln\z\ + i ■ Arg(z n ) 

Als nächstes wenden wir ein Gesetz an, dass für die Argumentfunktion 
gültig ist, nämlich das Gesetz Argiz 11 ) = n ■ Argiz) + 2n ■ N n . Wir erhalten: 


Log{z n ) = n ■ Ln\z\ + / • (n • Argiz) + 2nN n ) 


mit N n 


Wir multiplizieren die Klammer aus: 


n-Argiz) 1 
~2n 2 


Logiz 11 ) = n■ Ln\z\ + i n- Argiz) + 2ni • N n 
Jetzt n ausklammern: 


mit N n = - 


n-Argiz) 
~2k 


1 _ 

2 


Logiz 11 ) = n ■ (Ln\z\ + i ■ Argiz)) + 2ni • N n 


mit N n = 


n- Argiz) 
~2n 


In der Klammer steht jetzt die Definition von Log(z): 

n- Argiz) 1 


Log{z n ) = n ■ Logiz) + 2ni ■ N n 


mit N n =- 


2n 


Dies ist die Formel, die wir beweisen wollten. 


1 

2 
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